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Einheit |

DHBW

Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

Ravensburg

Die Inhalte der ersten beiden Einheit.en sind zu 100% Wieder- Wiederholungen
holungen von Grundlagen aus der Mittel- und Oberstufe.

Diese werden in keiner Klausur explizit abgefragt werden. Im - Grundregeln
Gegenteil: Siewerden als Selbstverstandlichkeit vorausgesetzt. - (e aay

Schwachen in den Grundlagen flihren zu unndétigen Fehlern, - Brlche

die Zeit und Punkte kosten und Aufgaben eventuell sogar - Prozente

schwerer machen! .
- Logarithmen
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Grundrechenarten

I Duale Hochschule

Baden-Wurttemberg

Ravensburg
Grundrechenarten
Wir starten mit den vier Grundrechenarten. Keine Sorge, es Addition Multiplikation
geht nicht ums Kopfrechnen, sondern um Rechenregeln, die
wir spater standig und unbewusst anwenden werden: a + b = C a - b = C
—— ——
Summanden  Summe Faktoren Produkt
Vorrang
Assoziativgesetz
Subtraktion Division

Kommutativgesetz

Distributivgesetz ad - b =C a / b = C

Minuend Subtrahend Differenz Dividend Divisor Quotient
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DHBW

Duale Hochschule
Baden-Wirttemberg

Grundrechenarten ‘-

Ravensburg
Vorrang
Gemal "Klammer vor Potenz vor Punkt vor Strich" gibt es vier M—
Stufen, die wir unterscheiden: |

1+2-32-(4+(5:6))/2-1

- Geklammerte Ausdrlcke von innen nach aul3en — 1+2-32-(4+ 30) /2-1
- Potenzen und Wurzeln von innen nach aulen —
- Multiplikation und Division = 1+2 %3 -34/2-1
- Addition und Subtraktion =14+2-9-34/2-1

Innerhalb dieser Stufen liegt ein Gleichstand vor. Bei einem =14+18-34/2-1
ﬂ_J

"Gleichstand" rechnen wir von links nach rechts.
=14+18-17-1=1

Okay, es gibt noch eine Ausnahme flir Potenzen von Potenzen, aber dazu spater mehr.
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DHBW

Duale Hochschule
Baden-Wirttemberg

Ravensburg

Grundrechenarten '-

Assoziativgesetz

Addition und Multiplikation sind assoziativ. W

Assoziativ bedeutet, dass bei mehrfacher Addition oder Multi- 1/\2/'\3: 14 (243 =
plikation die Reihenfolge der Ausfihrung keine Rolle spielt. A+2)+3 = 1+(@2+3) =
Wir konnen Klammern setzen, versetzen oder weglassen, ohne - (2-3) =6
dass sich das Ergebnis andert.

1-2)-3 =1-(2-
Bei Subtraktion und Division ist dies nicht maglich. ( ) -3 ( 3)

Ve V)

1/2)/3=1/@2/3)
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DHBW

Duale Hochschule
Baden-Wirttemberg

Ravensburg

Grundrechenarten '-

Kommutativgesetz

Addition und Multiplikation sind kommutativ. /@W

Kommutativ bedeutet, dass sich das Ergebnis einer Addition

oder Multiplikation nicht andert, wenn ich die Elemente rechts 7+5
und links vertausche.

Bei Subtraktion und Division ist dies nicht maglich.
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DHBW

Duale Hochschule
Baden-Wirttemberg

Ravensburg

Grundrechenarten '-

Distributivgesetz

Erzwingen wir den Vorrang von Addition oder Subtraktion Dictributiv eselz
durch eine Klammer, lernen wir das Distributivgesetz kennen! |

a(b+c) =ab + ac 5:(1+2+3)
a(b-c)=ab-ac 5:-1+5-2+4+5-3
5410+ 15
30
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Duale Hochschule
Baden-Wirttemberg

Grundrechenarten ‘-

o o o Ravensburg

Distributivgesetz

Werden zwei Klammern mit mehreren Summanden miteinander Dictributiv eselz

multipliziert, muss jeder Summand, der einen mit jedem Sum- |

manden der anderen Klammer multipliziert werden:
¢ 1
1+2)-(3+4

(a+b)(c+d) =ac + ad + bc + bd ( | ( 1 1

134+ 14423424
3+4+6+8
21
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DHBW

Duale Hochschule
Baden-Wirttemberg

Ravensburg

Grundrechenarten '-

Distributivgesetz

6:’mami§che Formeln

Die binomischen Formeln sind nichtsanderesals eine Konsequenz ynomiserns ——

des Distributivgesetzes und der Potenzrechnung, die wir im An-
schluss naher anschauen werden.

(a+b)* =a*+ 2ab +b?

(a+b)(a-b) = a*-ab + ba - b“

(a-b)> =a* - 2ab + b

Sie sparen Zeit beim Ausklammern.

(a+b)(a-b) = a“- b
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Duale Hochschule

Grundrechenarten '-
Baden-Wirttemberg

Ravensbur
Auslassung g

o o o D eln
Auslassung: Der Operator fur die Multiplikation kann in vielen BWL
Fallen weggelassen werden. Zwei hdaufige Szenarien, die wirauch

in den binomischen Formeln finden:

(a+b)* =a*+ 2ab +b?

Auslassung bei Faktoren vor einer Klammer:

_h)2 — A2 2
a-(b+c)=alb+c) (a-b)* =a° -2ab+b
Auslassung zwischen zwei Faktoren: (a+b)(a-b) = a*- b*
a- b=ab
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Grundrechenarten

I Duale Hochschule

Baden-Wurttemberg
Ravensburg

Vereinfache die folgenden Ausdriicke so weit wie moglich!

-(@a+b)/05-2a+2b= (-55/85- da+db - (-a-(b/c))c-(-4(4-8)) = -m))c - (-4(-4))
ey -&ﬂ,* ac\‘i'a‘: = - (-Q\-UDIC))-Q-AG +46
= — Qo = (a-(\:lc))-c.-AG

2 = B) - A€
2c(a - O.S(a:lja/c-‘a))= de (a-0/5 'E) (O\ - -CT_/C
- aQC°Q _ OL%‘AC
Entferne alle Gberflissigen Klammern!
£1-(2+3+5)3+46/(1-2-3)} = (1+(2-(3-4)+5)+6) - (7x)2 =
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DHBW

Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

Ravensburg

Potenzen --

Potenzen

Wenn der Exponent eine naturliche Zahl ist, wird die Basis a ge-

nau b mal "miteinander" multipliziert. EXpO nent

4°=4.4.4 '—L'b
Bei einem Exponenten von 1 ist das Ergebnis die Basis. Wir kon- a — (

nen den Exponenten dann einfach weglassen. ._I_. ._I_.
7'=7

Basis Potenzwert

Aber was ist, wenn der Exponent keine naturliche Zahl ist? Wir
unterscheiden drei Falle!
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DHBW

Duale Hochschule
Baden-Wirttemberg

Potenzen ‘-

Ravensburg
Potenzen
Exponent
Bei einem Exponenten von 0 ist das Ergebnis 1 W p%e
| d =C
T T

a’ =1V a € R\{0)

Basis Potenzwert

Bei einem negativen Exponenten arbeiten wir mit Kehrwerten.

a’ =i 23 = 213 = (0.125 Exponentb=1:a'=a

ab

Bei einem Bruch als Exponent arbeiten wir mit Wurzeln.

Exponenten b € N: Multipliziere Basis b mal

Exponentb=0:a"= 1V ae R\{0}

Negativer Exponentb < 0:a®=1/a"

q1/b = b/ 9 6251/4 = Z1/625 =5 Bruch als Exponent 1/b:a* =2/ a
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DHBW

Duale Hochschule
Baden-Wirttemberg

Ravensburg

Potenzen ‘-

Potenzen

Pegeln fiir Potenzen
DarUber hinaus gibt es die flinf rechts gezeigten Regeln. Eine |

fir Potenzen von Potenzen.

(48)025 = 48025 = 42 = 16

ab e C— ab+c
ab / o — b-c

a‘-b¢ = (a-b)e

Zwei fur Produkte/Quotienten von Potenzen mit gleicher Basis.
405 . 415 = 405+15 — 42 — 16
Zwei fir Produkte/Quotienten von Potenzen mit gleichem Exponent. a- / b¢ = (a / b)c
2%-5=10=100 (ab)¢ = a’¢
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Potenzen

I Duale Hochschule

Baden-Wurttemberg

Ravensburg
Vereinfache die folgenden Potenzen so weit wie moglich!
06' bo.s
1 A, 5 + o X X d
— X x =X 0K ‘,,x 2 [ 4 4 (Ja B flabyes = av/4s @) /w
_ X_M.c/..;,{ 4 X — aax/qx + (Ob)
= ¥4 x5 = A° = (2% X14x o)™
W: XO‘S 0129
= /1-\- (al:)
» | 0,38 0,435
(Jx7)*-0.5x6 / x3 = X0 X 4/F-JT y #XY“ Xy = ((xy?**)" - (xFy?)
= X3- 053 o 125 o,Aas‘
= (¢y) (xFy7)
0,135
— (Xy x7y7)omas= (X \/Q)
= XY
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DHBW

Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

Ravensburg

Bruchrechnen --

Bruchrechnen

Idee Wir schreiben die Operanden der Division nicht nebenein-
ander, sondern untereinander. Dividend wird zum Zahler

a/b=ce= %= C | |
q / b =_cC —— =
Vorrang Zahler und Nenner werden getrennt ausgewertet, erst | b
danach wird die Division ausgefuhrt.
Divisor wird zum Nenner

342 = (a+b) / (c+d)
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Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

Bruchrechnen --

Ravensburg

Bruchrechnen
Kurzen/Erweitern Wir multiplizieren Zahler und Nenner mit ei-
nem Faktor und beachten dabei das Distributivgesetz! Dividend wird zum Zahler

4x +2y  4AxX+ 2 /2 22X+ d

A A 2 BV a/b=c -2=¢

b

Split/Merge Bruche mit gleichem Nenner die mit Addition oder Divicor wird zum Nenner

Subtraktion verbunden sind, kbnnen zusammengefasst werden.
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Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

Ravensburg

Bruchrechnen --

Bruchrechnen

Kehrbriiche Eine Division durch einen Bruch ist aguivalent zur
Multiplikation mit dem Kehrbruch: Dividend wird zum Zahler

4X§2X/X+y=4X+ZX. 2 | |

2 8 X+y a/b:C —=C

— | b
Mehr Kehrbriche Ein Exponent mit negativem Vorzeichen ver-

tauscht Zahler und Nenner: Divisor wird zum Nenner
w1
4X+2X.(X+Y)_ Ix+2y 2
8 2 8 X+y
S~—
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Bruchrechnen

I Duale Hochschule

Baden-Wurttemberg
Ravensburg

( 3- a\l)a 3-2\/
X X

1
p—
|
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DHBW

Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

Ravensburg

Prozentrechnen --

Prozentrechnen

Prozent bedeutet Ubersetzt "von 100" und ist mathematisch

nichts anderes als eine Abkurzung fur den Bruch 1/100 .Alkoholgeh.alt Getranke

0y — 1 Mineralwasser  0.0%  Bockbier 8.0%
100 .
Apfelsaft 0.2%  Wein 12.0%
Beispiel Wie viel Alkohol ist in einem Halbe? Radler 2506 Likér 17 50
‘ 1 Normalbier 5.0%  Wodka 40.0%
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DHBW

Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

Ravensburg

Prozentrechnen --

Prozentrechnen

Multiplikation Werden zwei Prozentwerte multipliziert, ergibt

Alkoholgehalt Getranke

sich der Faktor 1/10000.

Beispiel: Alkoholgehalt von 200ml Mische, die aus 20% Wodka  Mineralwasser  0.0%  Bockbier 8.0%

und 80% alkoholfreiem Getranken besteht: .
Apfelsaft 0.2%  Wein 12.0%
200ml - 20% - 40% Radler 2.5%  Likor 17.5%

1 | - 0 0
=200m] - 20- —— - 40 -——— = 16ml Normalbier 5.0%  Wodka 40.0%
00 100 100
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Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

Ravensburg

Prozentrechnen --

Prozentrechnen

Differenzen von Prozentwerten konnen in Prozent oder Prozent-

punkten angegeben werden. Alkoholgehalt Getranke

Beispiel: Unterschied Alkoholgehalt Bier und Wodka Mineralwasser  0.0%  Bockbier 8.0%
Apfelsaft 0.2%  Wein 12.0%
0/ - 50/, —
Prozentpunkte 40% - 5% = 35 ppt. oo dlor S50y ik 17 506
40% _ - 0 0
Prozent - 1=700% Normalbier 5.0%  Wodka 40.0%
5%
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Duale Hochschule
Baden-Wirttemberg

Ravensburg

Prozentrechnen --

Prozentrechnen

Wachstumsraten von Werten werden im Allgemeinen mit der
folgenden Formel berechnet.

Neuer Wert
Alter Wert

-1

Beispiel: Eine Brezel kostet 90ct statt 80ct. Um wie viel Prozent ist
der Preis gestiegen?

90
80

-1=0.125=12.5%
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-- DHEW

Duale Hochschule
Baden-Wirttemberg

Ravensburg

Prozentrechnen

Jahrliche Wachstumsraten Um Wachstumsraten auf
ein Jahr herunterzurechnen verwenden wir folgende _ 9 Preicentwicklun

Formel:
1
Jahre

( Neuer Wert ) 1
Alter Wert

Beispiel: Uber 10 Jahre ist der Brezelpreis um insge-
samt 50% gestiegen.

Auf das Jahr heruntergerechnet sind das nicht 5%!
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Prozentrechnen '-

Prozentrechnen

Duale Hochschule
Baden-Wirttemberg

Ravensburg

Wurden wir 5% Wachstum tber 10 Jahre anwenden,
erhalten wir deutlich mehr als 90ct. - Y Preicentwicklun

60ct- 1.051%=97.7ct

Die korrekte jahrliche Wachstumsrate ist:

1

10
) -1 =4.138%

( 90
60
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Prozentrechnen

- Duale Hochschule

Baden-Wirttemberg

Ein Limonadenhersteller verringert den Zucker- Die Anderung kommt gut an. Innerhalb von drei Nach 5 Jahren in einer Festgeldanlage mit

gehalt von 1 Liter Limonade von 8.60% auf 5.16%. Jahren steigert sich der jahrliche Absatz von Zinseszinseffekt hat sich ein Kapital von 10.000€

Gib die Anderung absolut, sowie in Prozent und in 85000 Hektoliter auf 115000 Hektoliter. Gib die auf 16105.10€ vermehrt. Wie hoch war der

Prozentpunkten an! jahrliche Anderung und Gesamtdnderung in jahrliche Zinssatz? Nach wie viel Jahren wiirden

Prozent an! wir 25.000€ erreichen?

Absolul

: ) NS

Vovler 8/67-4000 = 86 oL 9"""""”““‘4’*”@_ A0000- (A+1)" = 16 105,10

E - : I . . Ya

Dev Lilew Limo enllislh 3)44s wmip Zusoww | 85000 £= A+i =(4,640540)
Rrozentpunkle Jalboldes Wadskom = i =0/ =107
S,Aé“gr6= ‘31qc‘( Frl 4/ )(

ﬁ/om\: {S000 — A,AX = A5
S46/86)-4 = - =-40v.

(Si46/86)-4= -0, =) X = (ocj“ (a5)=3,

Q) ) ’
- M % Wirtschaftsmathematik - Zentrum fiir Angewandte Okonomik (ZAO)



DHBW

Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

Logarithmus --

. Ravensburg
Logarithmus y
Idee Losung einer Potenzgleichung bei dem der Exponent ge- 3
sucht wird, d. h.: 55
log, (100) = 2

a*>=c e log (c)=b Qe |
Basis Wird keine Basis angegeben, wird oft a=10 angenommen, =
aber nicht immer ... : 00 (101

10°=c < log(c) =b 0.5

: X
20 40 60 80 100 120 140
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Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

I — 1y

. Ravensburg
Logarithmus .
Natlirlicher Logarithmus Der Operator In(...) ist die AbkUrzung 3
von "Logarithmus naturalis" und hat immer die Basis e. 55
b — _
e=c & In(c)=b 2

Eulersche Zahl Die Eulersche Zahl e ist eine nicht-rationale Zahl,
die in der Analysis und der Statistik eine besondere Bedeutung

haben wird.

e~ 2.71823
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Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

I — 1y

. Ravensburg
Logarithmus .
Nullstelle Unabhangig von der Basis a hat der Logarithmus 3
eine Nullstelle bei 1,daa’ =1 55
Basis einsetzen Setzen wir die Basis in den Logarithmus ein, ist 2

das Ergebnis 1.

Negativer Bereich Unabhangig von der Basis a ist der Logarith-
mus weder fur die 0 noch fiir den negativen Bereich definiert.
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Duale Hochschule
Baden-Wirttemberg

Ravensburg

I — 1y

Logarithmus

Fir Logarithmen aus Produkten gelten folgende Rechenregeln: W
log (b-c)=1log (b) + log_(c)
log (b /c) =log (b) -log (c)

Fur Logarithmen aus Potenzen qilt:

log (b-c) =log (b) + log (c)
log (b /c)=log (b) -log (c)

log, (b) = c - log,(b) c-log,(b) =log, (b
log (x) =log (x) / log (a)

Wirtschaftsmathematik - Zentrum fiir Angewandte Okonomik (ZAO)



DHBW

Duale Hochschule
Baden-Wirttemberg

I — 1y

. Ravensburg
Logarithmus
Um den Logarithmus einer Basis a auf eine andere Basis b um- [,ogarfﬂlme“
zurechnen verwenden wir: —
log ()= log, (%) log (b-c) =log (b) + log (c)
log (a)

log (b /c)=log (b) -log (c)

Aus der Definition des Logarithmus folgt:
c-log (b) =log (b°)

log (x) = log, (x) / log, (a)

log (x) In(x) _

a =X 1insb. e X
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Logarithmen

I Duale Hochschule

Baden-Wurttemberg

Ravensburg
Vereinfache die folgenden Ausdriicke so weit wie moglich!
A _ A _ o6
20" [

2\
2 - logm(ZGS -log (4) = (0340 (CIOO)—(OSJ((() loglo(‘lﬁl) +(log, ( jl?' ) +log,, (29%))

= (o 400/ v | Or ~0,
340( 00%) = Loﬂm( AOOS) ° ( (0‘340 ) @\05‘)

= Kog,lo (AOO) ~ & _
= 0I5 (ooyg Uo)-\(gg (050 <5)-o.s (03.0(%))

- C))g (0340(/10) (-0|S) ((03 (‘;)—(08 (2))
= -0135. (09 (2,5) -

0.5 log, ,(400) - log.(20) - log, (5)

Ine>) + In(e) + In( &) = Ay bu(e) « X3 (e¥) ¢ 05 lale)
= dx + )(a + 05
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Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

Ravensburg

Einheit Il

Die Inhalte der ersten beiden Einheiten sind zu 100% Wieder- Wiederholungen
holungen von Grundlagen aus der Mittel- und Oberstufe.

Diese werden in keiner Klausur explizit abgefragt werden. Im - Gleichungen umformen
Gegenteil:Sie werden als Selbstverstandlichkeit vorausgesetzt. - Lineare Gleichungen

) , ) o - Quadratische Gleichungen
Schwachen in den Grundlagen fuhren zu unndétigen Fehlern,

die Zeit und Punkte kosten und Aufgaben eventuell sogar
schwerer machen! - Gleichungssysteme I I

- Weitere Gleichungen
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Duale Hochschule
Baden-Wirttemberg

Ravensburg

Gleichungen umformen ‘-

Gleichungen

o | o | Augsagen
Eine Gleichung besteht aus einem Gleichheitszeichen, daszwei -

Terme miteinander verbindet.

Gleichung

Linker Term = Rechter Term

Die Gleichung trifft folgende Aussage: Der Term links hat den-
selben Wert wie der Term rechts. |
Ungleichungen

Im Prinzip ist die Aussage 1+2=3 eine Gleichung.

HIVIAV A
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Duale Hochschule
Baden-Wirttemberg

Ravensburg

Gleichungen umformen ‘-

Gleichungen

i : - : 'cAUM en
Die Terme in unseren Gleichungen werden nicht nur Zahlen, G/Q/L_

sondern auch eine oder mehrere Variablen enthalten.
W = KR + PR

Steht auf einer Seite nur eine Variable, dann sagt uns die Glei- _
chung, wie wir diese Grél3e berechnen kdnnen. Y=C+I+G+X

m=p(q)q-c(q)

Beispiel Um das BIP zu berechnen, addieren wir Konsum, In-
vestition, Staatsausgaben und Handelsbilanz.

Y=C+I1+G+X
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Gleichungen umformen

DHBW

Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

o Ravensburg
Gleichungen
y
Nicht immer liegen Gleichungen in der Form vor, dass wir das 30
Ergebnis direkt berechnen kdnnen. Statt ... .
=5+ 3Xx
4 20
... kdbnnte uns zum Beispiel Folgendes erwarten: 6)(«3;1»
15 =
2(y-x) =10 + 4x 3
10
5
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Gleichungen umformen

I Duale Hochschule

Baden-Wurttemberg

oo . Ravensburg
Aquivalenzumformungen
y
Basiswerkzeug zum Umformen und Losen von Gleichungen 30
sind Aquivalenzumformungen. Wir flihrend auf beiden Seiten
der Gleichung dieselbe Rechnung aus! 25
20
2(y-x) =10 + 4x | : 2 ox
15 =
& 2(y-x)/2=(10+4x)/2 >
10
= y-x=054 2x | +x
5
= y-X+X=5+4+2X+x
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Gleichungen umformen

I Duale Hochschule

Baden-Wurttemberg

oo . Ravensburg

Aquivalenzumformungen

Aquivalenzpfeile verknlipfen zwei Aussagen. Sie zeigen, dass die

eine Aussage aus der anderen folgt. WAW122
004857824

Gleichheitszeichen verknlpfen keine Aussagen, sondern Terme.
Sie zeigen, dass zwei Terme denselben Wert besitzen! mgahe 1h)

6k +4=25=6X=21=X=35
R 21

Aquivalenzpfeile sind keine Gleichheitszeichen! Bitte die rechts ~
Gx+4=25 -4  ,NKC

gezeigte fehlerhafte Notation unbedingt vermeiden!

=6x=21 16
=X=339
Die Antwortist 3.9
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Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

Ravensburg

Aquivalenzumformungen

Aquivalenzpfeile verknlipfen zwei Aussagen. Sie zeigen, dass die
eine Aussage aus der anderen folgt.

Wer 160 in einer Spielstrafie fahrt verliert den Fuhrerschein
Aber: Nicht jeder verliert den Fuhrerschein genau deswegen

Implikationspfeile verkntpfen zwei Aussagen. Sie zeigen, dass die
zweite Aussage aus der ersten Aussage folgt.

Aquivalenzpfeile nur dann verwenden, wenn von der einen auf
die andere Aussage geschlossen werden kann und umgekehrt!

Wer 5 Halbe getrunken hat, darf nicht mehr Auto fahren.
Aber: Es gibt auch andere Griinde das nicht zu dirfen.

Eine Munze landet genau dann auf Zahl, wenn sie nicht
auf Kopf landet und umgekehrt.
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Gleichungen umformen

I Duale Hochschule

Baden-Wurttemberg

oo . Ravensburg
Aquivalenzumformungen y
Bei fast allen Aquivalenzumformungen passen beide Varianten! 24
Eine Ausnahme ist z. B. die Quadratwurzel oder die Quadrierung.
20
Quadrieren wir z. B. beide Seiten einer Gleichung, dann zeigtder ~ \ | . B
Pfeil nur nach rechts: \ [ |
X =4 X2 =16 i 12 i
2 _ | I
— x2=16¢/ = x =4 X | 8 |
Warum stimmt die Variante rechts nicht? Weil xauch -4 sein kdnn- i 4 I
te, denn -4 quadriert ergibt ebenfalls 16. | i
5 4 -3 -2 - T 2 3 4 5

Wirtschaftsmathematik - Zentrum fiir Angewandte Okonomik (ZAO)




Gleichungen umformen

I Duale Hochschule

Baden-Wurttemberg
Ravensburg

L&se die folgenden Gleichungen nach x auf, d. h. forme die Gleichungen so um, dass entweder links oder
rechts nur ,x" steht.

X+yYy=X-y \*")’ X+Xy=7Z-Y | X(:---) y+%:2y-1 |-V
= X =X-3y |-X SX(My=z-y  Lileyy A - / | ()" ex
X
= 0=-dy = = Z=% y
+Y —) W =
P \/-.:. O Y_/,
CA: X(\/-A) | (y-4)
=) X = 3’42
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Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

Ravensburg

Lineare Gleichungen --

Lineare Gleichungen

y
Lineare Gleichungen sind Gleichungen, bei denen die Variab- 30
len linear miteinander verbunden sind: .
y=mx-+cC 20
x 2>

Wir bezeichnen m als Steigung und c als Achsenabschnitt. 15 q 22
Die Losung von linearen Gleichungen ist sehr einfach. 10
5
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Lineare Gleichungen

I Duale Hochschule

Baden-Wurttemberg
Ravensburg

Ldse die folgenden linearen Gleichungen, d. h. finde den Wert von ,x” fir den die Gleichung erfillt ist.

5x+7=2x |-5x 3x+4=4x+3 |-§ )(-8=X_;8 |- 2
> 7=-3 |17(3) & 3x= 9x-1  |-4x
) 7 _ B =) —X ==/ [« (-A) ED Qe -N = x+8 |\ +46
cE & —X-[(A)==1-A) &> Py = X434 (-x
\f-ﬂx"aa =3 — Y =/ =D Xx = 4
=) X:—\(g‘_f
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Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

Quadratische Gleichungen --

o o Ravensburg
Quadratische Gleichungen ,
. y X*=2-X
Gleichungen, in denen die gesuchte Variable sowohl linear, als 3
auch quadratisch vorkommt, konnen wir nicht einfach nach x
aufldsen.
X*=2-X :
Wir bringen sie stattdessen in die folgende Form, um die Mit- : > X
ternachtsformel anwenden zu kdnnen! R 1 3
-1
ax‘ +bx+c=0 ,
-3
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Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

Ravensburg

Quadratische Gleichungen --

Quadratische Gleichungen a9

Wir identifizieren die Koeffizienten a, b und c und setzen diese
in die Mitternachtsformel ein!

b+/b%-4
1’2_%213(: ax*+bx+c=0

>
|

<
|
—
-
—
N
&
-
0
N
N’/
<
DO
_|_
<
N
|
-

" 2 b
='1iJ21+8 = X, =-2 X, =
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Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

Ravensburg

Quadratische Gleichungen --

Quadratische Gleichungen a9

Im gegebenen Beispiel hat die Mitternachtsformel zwei verschie-
dene Losungen:

X*+x-2=0

Abhangig vom Ausdruck unter der Wurzel (sogenannte Diskri-
minante) kann sie auch nur eine oder keine Losung haben.

. :-b i/b2-4ac

1,2 2321
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Quadratische Gleichungen

I Duale Hochschule

Baden-Wurttemberg

Ravensburg
Finde alle Losungen der folgenden quadratischen Gleichungen:
X N\
x?+5x=50 1-50 x* = 4(x+1) X+%=3 * X
- a — v
&) X +5x-80=0 :;/l\; O S, < x4 =3x -3
. =-S0 &0 = —x3+4x+4
b P-Yee L & x3342=0
X2 = —4 2 \//’5 + 16 |
AT | XAI;): -2 ‘. = 3t \/3-8 |
5 Va5 +300 @ 2
= = )
_S+ /S s Xa= =10 X1 = d  Xg=/
- a — Xa"-' S
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Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg
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Weitere Gleichungen --

Weitere Gleichungen
y 2x° + x4+ x=0

Fir Polynomgleichungen ab dem dritten Grad gibt es keine Lo- 3
sungsformel mehr. ,
ax’*+bx*+cx+d=0
1
Wiekonnenwirdiesetrotzdem|6sen? Am einfachstenistes, wenn N
. . |
wir x ausklammern konnen! BT o B . NI
234 x2+x=0 |x(.) y
- )2 —
& xX(-2x+x+1)=0 5
Die linke Seite ist null, wenn entweder die Klammer oder der Vor- X

faktor null ist!

Wirtschaftsmathematik - Zentrum fiir Angewandte Okonomik (ZAO)




DHBW
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Baden-Wurttemberg

Weitere Gleichungen --

o o Ravensburg
Weitere Gleichungen
Wenn wir x nicht ausklammern konnen, aber dafur bereits eine x°-7x*+14x-8=0  Nullstelle bei x=1
Nullstelle kennen kénnen wir Polynomdivision anwenden. ) ‘
3 _ 2 _ - — 2 ._

DasVorgehen entsprichtder schriftlichen Division aus der Grund- _(;(3 _ Z;; T lax-8/(x-1) =x - 6VX_I__8_'
schule, nur dass wir Monome statt Zahlen haben. Mitternachtsformel

= 6X2 + 14‘X = 8 anwenden!

_ 2
Durch die Polynomdivision erhalten wir ein neues Polynom mit (6% + 6)
den noch unbekannten Nullstellen, aber kleinerem Grad. 8X - 8

-(8x - 8)
0
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ab e C— ab+c

Weitere Gleichungen ‘-

Weitere Gleichungen

Potenzgleichungen, bei denen die Basis gesucht ist, konnen wir
durch potenzieren beider Seiten losen.

‘ beide Seiten hoch dem Kehrwert; ab / aC — ab_c
3
Xl: = 12572 2 | (...) q¢ . h¢ = (a : b)C
1.5)3 — 2)3
= (x) (12§Z ) a / b¢= (a/ b)
== X = 2573

(ab)c — ab-c
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Weitere Gleichungen ‘-

Weitere Gleichungen

: : . B Zicnytzynﬁfl17MA90%
Potenzgleichungen, bei denen der Exponent gesuchtist, konnen sy

wir durch logarithmieren beider Seiten |osen.

log (b-c) =log (b) + log (c)

2% = 32 | log,(...)
= log,(29) =log,(32) log, (b / ) = log,(b) - log,(c)
< xlog,(2)=5 c-log,(b) =log,(b)
= X=>5 log (x) =log (x) /log (a)
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Weitere Gleichungen ‘-

Weitere Gleichungen

: : : : L. , [’ogar;fﬁlmeh
Gleichungen bei denen die Variable in einem Logarithmus ge- sy
fangen ist konnen wir I6sen, indem wir beide Seiten zu einem
Exponenten einer Potenz machen! log (b-c) =log (b) + log (c)
log, (2x+4) =1 | 106 log (b / c) =log (b) -log (c)
= 10> =10 c-log,(b) =log, (b)
= 2x+4 =10
log,(x) = log,(x) / log,(a)
= X =3
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Weitere Gleichungen

I Duale Hochschule

Baden-Wurttemberg

Ravensburg
Finde alle Losungen der folgenden Gleichungen:
x3-x=0 |x(-) 1000 - 1.05*=1102.5 | :4000 log. (50) = loglo(%)+2
&) ){(XR_A) =0 > /_L_O_Sx = A,403S | Q°94_e§("')
o — =) bog, (D) (eq,. (2) = 2
O aea &Y @m (4:0S¥) = (o9, o (4:402S) %% e3.0(3)
— "a"“'o{b:o & (o9 | SO) 2
Wi ¥ (08y0s (409 . oo oon - Mo\
t VO <
Xa3= 3 £ X = P, Qong(AOY): 2 |40
Xa=4 Xz=-/
(0940 (414025 _ fo 10 (AOx) 2
(o9, .. (A,AOQS)_j oo = 102 = 40
s & AOx = AO0
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Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

Gleichungssysteme --

. Ravensburg
Gleichungssysteme
Gleichungssysteme bestehen aus mehreren Gleichungen, die 2X+y +z =7
mehrere Variablen miteinander verknupfen. X +2y+z =8 Lineares GS
Lineare Gleichungssysteme sind Gleichungssysteme, in denen X +y +22=9

die Variablen ausschliefllich linear vorkommen, d. h. keine Qua-
drate, Wurzeln, Logarithmen usw.

221+2 +3 =7
Losungen sind Werte flir Variablen, mit denen alle Gleichungen B .
des Systems gleichzeitig erfullt sind. Im Beispiel rechts ist die 1 +22+3 =8 Losung

Lésung x=1, y=2 und z=3. 1 +2 +2:3=09
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Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

Gleichungssysteme --

. Ravensburg
Gleichungssysteme
Nicht jedes Gleichungssystem ist eindeutig I8sbar. Es gibt Glei- Unendlich viele Losungen
chungssysteme, die keine Losung haben und Gleichungssyste-
me, die unendlich viele Lésungen haben. x+y =1

X+z =2
- Weniger Gleichungen als Variablen
- Abhingige Gleichungen Keine einzige Losung

- Widerspruchliche Gleichungen
P > X+y =2

X -y =2
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Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

Ravensburg

Gleichungssysteme --

Gleichungssysteme

Es gibt umstandliche, aber verlassliche Algorithmen, mit denen
wir lineare Gleichungssysteme I6sen konnen.

. . YSRTERE
Diese lernen wir spater kennen. Einfachere Gleichungssysteme Genau eine Losung moglich!

kdnnen wir mit geschickten Aquivalenzumformungen l6sen.

X+ 2y =5

- Auflosen und Einsetzen 3x+ y = 5
- Gleichungen addieren/subtrahieren
- Rechte/Linke Seite Gleichsetzen
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Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg
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Gleichungssysteme --

Auflosen und Einsetzen Addieren / Subtrahieren Seiten Gleichsetzen

l ! \)

X+2y =5 & x=5-2y E i+2y =5 E ;ﬁfiiiiim[ 3x+2y isjgiﬁ‘fﬁi.,
3x+ y =5 | A E - 3x+ y =5 E X+ y =5

L 3(5.2y) +y=5 E - 3x+ y =5 E = X+2y=3x+Yy

o 15-6y+y=5 E -5x =5 = x=1 E — y = 2X

= -5y =-10 E = ¥y=42 E X+ 2(2x) =5

= y=2— E E = x=1,y=2

— x=1 : :
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Gleichungssysteme

I Duale Hochschule

Baden-Wurttemberg
Ravensburg

Finde die Losung folgender Gleichungssysteme:

5x - 5y =10 \ . X+y+z =12 X+ \+ 2= A

(_J\__j o _
X+2y=8 &> x =89-3y twoy-z=s
S, -5

=) X=3

4 -y -7 =3
X +2y -3z = -4

g(B*&y)-SY = /N0

3+y+2=/1d & Y+rz=9
&5 40~ A0y -Gy = 10 ! -

13-y-2=3 & -y-2=-3 & -3y-A2:=-/8

VAN _/15—\/ =-30 =) Y:‘Q 1+y-3z2=-49 & 2y-3z=—7 < a\/-3z:-7‘
=4 -52=-25

- - 2=S

v=4
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Einheit Il

Der Name "Analysis I" verrat uns zwei Dinge: Analysis |

Wir werden etwas analysieren. Konkret wird es um Funktionen
und eine Vielzahl von Eigenschaften gehen, auf die wir diese
Funktionen untersuchen kénnen. - Grenzwerte

- Stetigkeit

- Funktionen

Es gibt eine spater "Analysis II". Die Besonderheit von Analysis
| ist, dass wir uns auf Funktionen mit genau einer Variable be-
schranken. - Ableitung

- Differenzierbarkeit

Wirtschaftsmathematik - Zentrum fiir Angewandte Okonomik (ZAO)
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Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

I — 1

o Ravensburg
Funktionen
Reelle Zahl
Eine Funktion ist eine Vorschrift, die jedem Element aus einer einsetzen
Menge M genau ein Element einer Menge N zuordnet:
tM— N
Rechen-
Wir bezeichnen die Menge M als Definitionsbereich und die Men- @ vorschrift
ge N als Wertebereich. Bei unseren Funktionen werden diese Be-
reiche immer Teilmengen der reellen Zahlen sein:
mitMC R, NC R Reelle Zahl
rausbekommen
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Funktionen

I Duale Hochschule

Baden-Wurttemberg

o Ravensburg
Funktionen
6
Funktionen bestehen aus einem Namen, einer Auflistung von Va-
riablen in Klammern und einer Rechenvorschrift. >
4
Zwei einfache Beispiele: /Q@gﬂ
3 (R
f(x)=05x+2 f£R—R
g(x) = 0.25x7 o R—{xeER|x =0} l
4 3 2 - 1 2 3 4 X
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Baden-Wurttemberg

I — 1

. f(x), g(x) Ravensburg
Funktionen
6
Ubergeben wir der Funktion Werte fur ihre Variablen, erhalten
wir einen Funktionswert. 5
4 it ums 0 den
f(X) — O.SX _I_ 2 (ﬁe{[) Funktionswert 4.5
3 2 Vv :
f(5)=0.5-5+ 2 =4.5 (5 3
5 Y
&
g(x) = 0.25x"
, ([ TTTTTTITTICTR R i Fiir den Wert x=2
g(2)=0.25-2°=1 T i
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I — 1

Ravensburg
Nullstellen
° ° ° 6
Neben Funktionswerten an bestimmten Stellen suchen wir oft
die Nullstellen einer Funktion. Um diese zu finden, setzen wir 5
die Funktion gleich 0 und l6sen die entstehende Gleichung!
4
2
! 3 $4QE)$)( 0\
f(x)=05x+2=0 |-2 ; &
V/4
< 0.5x=-2 [:05 &
— x = -4 f(|:T4)=O T o0y =0
- S
4 3 2 -1 | 1 2 3 4 X
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Funktionen DHEW B8

Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

Ravensburg

Schnittstellen

Auch bei der Suche nach den Schnittstellen einer Funktion ar-
beiten wir mit Gleichungen: Wir setzen die beiden Funktionen
gleich und finden dadurch Werte, bei denen beide Funktionen f(4) = g(4)

denselben Wert aufweisen.

5%
3 (D
|
0.5x + 2 =0.25x* | - 0.25x%°
- z - -
& -025x4+05x+2=0 | MN-Formel f(-2) = g(-2)
= X, =-2 undx, = 4 A
4 -3 -2 -1 1 2 3 4
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Funktionen

I Duale Hochschule

Baden-Wurttemberg

Ravensburg
Finde alle Nullstellen der Funktionen f und g, sowie die Schnittpunkte der beiden Funktionen.
‘. ! |
f()=x2+x =0 Ix(-)  gx)=x+2 =0 XI+ X = X+ |- x
O X(x+4)=0O =) X=-2 & X°=Q | v
=7 %1=0 Xa=-/ — Xp= \/EZ—] Xa-"--\/a"
____________ ’_____________________________(_________________________
— 2) o~ — - = !
f(x)=Inx>)=(0 |e g(x) l_n(ZXa) In(x) =O On(x®) = 0n(Q) e
&= o) - o & O ( _Xi) =0 (=D &6 _ ata)
& X = &S U (2)=0 é &= xR = 2
=5 x,,-=\/5‘ Xa= \l§7
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Grenzwerte

I Duale Hochschule

Baden-Wurttemberg

G t Ravensburg
m
Bei einem Grenzwert untersuchen wir, gegen welchen Wert 1.000 25000 3.000 35000
der Funktionswert strebt, wenn wir eine Variable immer naher 1500 27500 2500 3250
. . 1.750 2.8750 2.250 3.1250
an einem bestimmten Wert legen. -
1.900 2.9500 2.100 3.0500
1.990 2.9950 2.010 3.0050
f(X) —05x4+2=0 im f(X) — 3 1.999 2.9995 2.001 3.0005 3
X — 2
An vielen Stellen ist eine Grenzwertbetrachtung witzlos. Das
Ergebnis entspricht dem Funktionswert.
4 3 2 A 1 2 3 4
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Grenzwerte --

Grenzwerte

Der Grenzwert ist dann interessant, wenn wir eine Stelle be-
trachten, die wir in die Funktion nicht einsetzen konnen. Ent-
weder weil die Funktion dort nicht definiert ist oder ...

f(x) =1/x )}il)nOJfr(X) = oo lim f(x) = -00

X — 0-

... weil wir den Wert gegen unendlich gehen lassen!

f(x)=1/x )}i_)m_og(x) =0 limf(x)=0

X — OO

Aber wie konnen wir diese Grenzwerte berechnen, wenn wir
sie nicht wie hier aus einem Schaubild herausnehmen?

Wirtschaftsmathematik - Zentrum fiir Angewandte Okonomik (ZAO)




DHBW

Duale Hochschule
Baden-Wirttemberg

Grenzwerte '-

Grenzwerte (unendlich)

Grenzwerte von hm | hm
Besteht die Funktion aus einem einzelnen Monom mit einem Monomen |

Exponenten aus den naturlichen Zahlen ... —
Exponent ungerade |

Vorfaktor plus
f(x) = axP T
Exponent ungerade

. : . : Vorfaktor minus
.. dann kénnen wir den Grenzwert fur x gegen unendlich aus

der Tabelle rechts ablesen! Exponent gerade
Vorfaktor plus

Exponent gerade
Vorfaktor minus
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Grenzwerte ‘-

Grenzwerte (unendlich)

Grenzwerte von | hm | llm
Bei einer Polynomfunktion mit natirlichen Exponenten (aka. Monomen ‘

ganzrationale Funktion) betrachten wir das Monom mit dem

hochsten Exponenten und wenden dieselbe Tabelle an. Exponent ungerade |

Vorfaktor plus
f(X) = 3%’ 4+ 8X* - X2 + X Exponent ungerae ‘
Vorfaktor minus |
Bei dem Beispiel oben betrachten wir nur 3x° Exponent gerade
Vorfaktor plus
. . " 5 _ ’ ' ]
lim f(X) = lim 3x>= o0 Exponent gerade
X — 0 X— 0

Vorfaktor minus

lim f(x) = lim 3x°>= -0

X — -00 X — -00
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Grenzwerte

I Duale Hochschule

Baden-Wurttemberg

o Ravensburg
Grenzwerte (unendlich) )
. L . . 9
Gebrochen rationalen Funktion sind Quotienten zweier ganz-
rationaler Funktionen. Bei diesen vergleichen wir die starkste 6
Potenz im Zahler mit der starksten Potenz im Nenner.
3
-X* +5x -2
f(x) = <3
X
-3 -2 -1 1 2 3
Ist die Potenz im Nenner starker, ist der Grenzwert O. -3
limf(x) =0 lim f(x) =0 K
X — -00 X— 0
-9
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Ravensburg

Grenzwerte (unendlich)

Gebrochen rationalen Funktion sind Quotienten zweier ganz-
rationaler Funktionen. Bei diesen vergleichen wir die starkste
Potenz im Zahler mit der starksten Potenz im Nenner.

x* +5x -2
g(x) = ———>=

Ist die Potenz im Zahler starker, ist der Grenzwert unendlich.
Das Vorzeichen ergibt sich "indirekt aus der Tabelle".

limg(x) = = 00 lim g(x) = = -00

X — -00 X — OO
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Grenzwerte --

Grenzwerte (unendlich)

h(x)

Gebrochen rationalen Funktion sind Quotienten zweier ganz-
rationaler Funktionen. Bei diesen vergleichen wir die starkste
Potenz im Zahler mit der starksten Potenz im Nenner.

-3x* 4+8x -10
2X?

h(x) =

Bei einem Gleichstand entspricht der Grenzwert dem Quotien-
ten aus den beiden Vorfaktoren, hier -3 geteilt durch 2.

lim h(x) =-3 lim h(x) = -

X — =00 X — OO
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Grenzwerte ‘-

Grenzwerte (unendlich)

DHBW

Duale Hochschule
Baden-Wirttemberg

Grenzwerte von 1 hm a 11 m

Logarithmen sind schwacher als Potenzen, auch wenn im Ar- Monomen

gument des Logarithmus x?> oder Ahnliches steht. —
Exponent ungerade |

Vorfaktor plus
f(x) = 3x°+ 8x* - x? + x + In(x3) P

Exponent ungerade

: . : L Vorfaktor minus
Bei dem Beispiel oben betrachten wir nur 3x>Wir mussen aller-

dings achten, ob der Logarithmus nicht zu ungultigen Werten Exponent gerade
fahrt! Vorfaktor plus
. _ ] 5 . _ , -
lanoof(X) _Xll)rrolo 3X° = o0 Exponent gerade

Vorfaktor minus
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Grenzwerte ‘-

Grenzwerte (unendlich)

Grenzwerte von “lim Lm
Exponentialfunktionen sind starker als Potenzen, wenn ihr Ex- Monomen ‘

ponent gegen + geht. Sie sind irrelevant, wenn ihr Exponent

Vorfaktor plus

0 = 55 4 57 4 & Exponent ungerads
Vorfaktor minus |

Beim Grenzwert gegen + o betrachten wir nur e Exponent gerade
Vorfaktor plus

lim f(x) = lim e* = oo

X — 00 ¥ —s 00 Exponent gerade

Vorfaktor minus

lim f(x) = lim -5x*= -00

X — -00 X — -00
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Funktionen

I Duale Hochschule

Baden-Wurttemberg

Ravensburg
Gebe die Grenzwerte fur x gegen plus und minus unendlich an!
= ' 4x> - 3X ' ' 3x"+ In(x)
— |- 4 | — | — X _ y2 I —
f(x) =[-3x4+ 2x + 5 8(%) > h() =e*-x k() = 550k
Stevksle Tolemz eMl-cheQJQL : LIX@— 3 : — /1)( NG : Gleschaloneh bei diele
VA Aellon vsegul'? v : = a : c : - el w DN
Echnwl. sgmdg_ | < X> | | olene vm(- E.xfomm\- (1
: Za\(n&w SQJ‘L(‘ 5‘.':'& J“”CQ I : : x%im“ k(Y) = ‘§8'
:M X) = -0 : . : Q(m = - SO : leo(t:.uc.mm
x-g—vooc( ' x@_‘,'é‘o 9x) = &9 . X —> 0 L KGN = 4 0a) wictta
: : : e Megetives
~ - _ . - = &0 i
xé":‘-’\oo-( (K) = - 00 : xé,:?o ?(K\ - —D : xg)‘_':"w : edngelzen |
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Grenzwerte ‘-

Grenzwerte (Polstellen)

Polstellen sind Stellen einer Funktion, an denen wir durch 0
teilen wirden. Im folgenden Beispiel durfen wir keine 4 ein-
setzen, sonst teilen wir durch 0.

Hx) = (x%4)

Beim Grenzwert zu einer endlichen Stelle mussen wir unter-
scheiden, ob wir von links oder von rechts kommen. Das kann
einen Unterschied machen, muss es aber nicht.

lim f(x) =0 lim f(x) = -0

X — 4+ X — 4-

DHBW

Duale Hochschule
Baden-Wirttemberg

lim  lim

Grenzwerte von ,\ |
XX X—>XO+

Polstellen
~ vonlinks | vonrechts

Exponent ungerade |

Vorfaktor plus

Exponent ungerade
Vorfaktor minus

Exponent gerade
Vorfaktor plus

Exponent gerade
Vorfaktor minus
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Grenzwerte ‘-

Grenzwerte (Polstellen)
lim  lim

Grenzwerte von ,\ |
XX X—>XO+

Verursachen mehrere Monome dieselbe Polstelle, mlssen wir Polstellen

.. - von links | von rechts
den Nenner naher untersuchen: on 1n _von rechi

Exponent ungerade |
1 1 Vorfaktor plus

8X)= 317 T = ~ —
X® + X X (X T 1) Exponent ungerade

Jetzt konnen wir die Polstellen getrennt betrachten. Fur die Vorfaktor minus
Polstelle bei der 0 gilt zum Beispiel: |

Exponent gerade
lim f(x) = 00 lim f(x) = oo oraere
x— 0+ x—0- Exponent gerade
Vorfaktor minus
lim f(x) = o lim f(x) = -0
x — (-1)+ x — (-1)-
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Duale Hochschule
Baden-Wirttemberg

Grenzwerte ‘-

Grenzwerte (Polstellen)
lim  lim

Grenzwerte von ,\ |
XX X—>XO+

Stehtim Zahler keine feste Zahl, sondern ein von x abhangiger Polstellen
Ausdruck mussen wir dessen Vorzeichen an der entsprechen-
den Stelle Uberprufen!

- von links | von rechts

Exponent ungerade |
Vorfaktor plus

h(X) — 'XZ + 3x

Exponent ungerade

X -2 Vorfaktor minus
Hier ware die Polstelle bei x=2 und der Zahler hatte dort den R
N Exponent gerade
Wert +2. Dementsprechend gilt: Vorfaktor plus
lim h(X) — o0 lim h(X) — -00 Exponent gerade
X — 2+ X — 2- Vorfaktor minus
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Grenzwerte ‘-

Grenzwerte (Sonstiges)

Grenzwerte von | hm | hm
3 : : X=X~ XX T
Nahert sich das Argument einer Wurzel der 0, strebt der Wert Polstellen w | :
dieses Terms gegen 0 | N oo O o Coh s
Exponent ungerade | o0
: Vorfaktor plus
lim /[x' =0 sl
x — 0+
Exponent ungerade o0
Nahert sich das Argument eines Logarithmus der O, strebt der Vorfaktor minus
Wert dieses Terms gegen minus unendlich. Exponent gerade
_ Vorfaktor plus
lim In(x) =0 , |
x O Exponent gerade

Vorfaktor minus
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Grenzwerte

I Duale Hochschule

Baden-Wurttemberg

Ravensburg
Gebe die Grenzwerte fur alle Polstellen an! -2
(x-3)°
#1515 _ 2x-8 : _ 8 : _ 1
()= — %1800 =3y W= KO = e
Bl %0 Rl et =3 = ( 8/\).,1 ' Rlskelln bec x= 1
Qim ((r\ =—00 : Cal o lak bat x=3 dem : o X= : EXPMM" Mgevaclz
504 | o 2.9 —_ I Tel . — |
x&m {G) = =20 : Wek 438 =70 : 5:01:%;% X‘_ / - Voulalldow bet ¥=4 pesitiv
X=0- : )‘?-j‘g-t SQ\ =70 : P : Loun O(x) = 02 lown l(x)=-006
: . : Doian h(x) A : X->A4 X A-
: z‘_’;‘;__%(X\ = 6o : X=->0 - : Vo fel oo ben = | ﬂg_so.,.'\v
l i WX) = oo " fien Gl =-co @i Ux)= o0
X=>0+ X =D-A+ XA+
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Stetigkeit & Differenzierbarkeit

I Duale Hochschule

Baden-Wurttemberg
Ravensburg

Stetigkeit

Diese Eigenschaften bauen aufeinander auf: Stetig-Diffbar
Keinen Sprung in f'(x)
Differenzierbare Funktionen sind immer auch stetig, aber stetige
Funktionen sind nicht immer differenzierbar.
Differenzierbar
Die Bezeichnung "stetig differenzierbar" bedeutet, dass eine

: . . . , . Keinen Knick in f(x)
Funktion differenzierbar und ihre Ableitung stetig ist.

Stetig
Keinen Sprung in f(x)
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Stetigkeit & Differenzierbarkeit

I Duale Hochschule

Baden-Wurttemberg

. . Ravensburg
Stetigkeit

y
Wir konnen die Stetigkeit grafisch bzw. optisch definieren: 4
Eine Funktion ist genau dann stetig, wenn ihr Schaubild keine 3
Sprunge macht.
Nach diesen Definitionen sind alle Funktionen bis auf die Blaue
stetig. Diese macht einen Sprung bei x=0, d. h. dort mussten wir
den Stift neu ansetzen! A '

X
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Stetigkeit & Differenzierbarkeit

Stetigkeit

Grenzwertdefinition Eine Funktion ist genau dann stetig in ei- 4
nem Punkt x, wenn qilt:

lim f(x) = f(x,)

Das ist insbesondere dann der Fall, wenn:

2
lim f(x) = lim f(x) = f(x,) Ar
AT

X—>X X—>X

1

Gilt diese Bedingung auf einem Intervall, ist die Funktion in die-
sem Intervall stetig.

Wirtschaftsmathematik - Zentrum fiir Angewandte Okonomik (ZAO)
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Stetigkeit & Differenzierbarkeit

I Duale Hochschule

Baden-Wurttemberg

Ravensburg

Differenzierbarkeit

y
Wir konnen Differenzierbarkeit grafisch bzw. optisch definieren: 4
Eine Funktion ist genau dann differenzierbar, wenn sie weder 3
Sprunge noch Knickstellen hat.
Nach diesen Definitionen sind nur die rote und die griine Funk-
tion differenzierbar. Bei der Blauen haben wir einen Sprung und
bei der grauen haben wir einen Knick. A '

X
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Stetigkeit & Differenzierbarkeit

I Duale Hochschule

Baden-Wurttemberg

. . . Ravensburg
Differenzierbarkeit
y

Grenzwertdefinition Eine Funktion ist genau dann differenzier- 4
bar in einem Punkt x, wenn diese in einem Bereich um x, defi-
niert ist und folgender Grenzwert existiert: 3

_ f(x +h) - f(x 5

F(x )= lim ~cut) [,
h-0 h

Gilt diese Bedingung auf einem Intervall, ist die Funktion in die- A '
sem Intervall stetig. ‘ : : : X
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Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

Ableitung --

. Ravensburg
Ableitung "
Mit dieser Bedingung fur die Differenzierbarkeit sind wir bei der 9
Definition der Ableitung angelangt. 3
7
Mit der Ableitung messen wir die Steigung einer Funktion an
einer bestimmten Stelle x.. 6
5
Beispiel: Wie hoch ist die Steigung von f(x) bei x=17 4 )
\ ””,,
, =
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Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

Ravensburg

Ableitung --

Ableitung "

Naherung lber Steigungsdreieck Die Steigung an der Stelle x|
wird naherungsweise berechnet mit ...

9
3
f(x +h) - f(x) 7
X - (X
f‘(XO)z% 6
5
4
3
2

... wobei h die Breite des Steigungsdreiecks ist. Verwenden wir
zum Beispiel x = 1 und h =1 und erhalten damit den Wert:

P 1 nach rechts

f 1_|_1 -f 1 4 _ 1 /,' 3 nach oben
eyt 41 N
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Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

Ableitung --

I . Ravensburg
Ableitung "
Dieser Wert ist aber nicht die Steigung an der Stelle x=1 sondern 9
die durchschnittliche Steigung zwischen x=1 und x=1+h. 3
7
Da die Kurve in diesem Bereich steiler wird Uberschatzen wir die
Steigung bei x=1 deutlich. 6
5
4 .
X ””,,
p) e "] 1 nach rechts

s 3 nach oben
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Ravensburg

Ableitung --

Ableitung

Die Naherung Uber Steigungsdreieck wir genauer, wenn wir die
Breite des Dreiecks verkleinern.

9
3
7/
£ (x,) z% ~ 2.50 6
5
4
3
2

Hier messen wir die durchschnittliche Steigung zwischen x =1
und dem Punkt x + h=1.5

Innerhalb dieses Bereichs andert sich die Steigung der Kurve we- / «T 0.5 nach rechts
niger, SOdaSS Wir dle Steigung in XO recht gut néhern, ([ T —— 125 nach oben

-~ 0.5 1 1.5 2 2.5 3
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Baden-Wurttemberg

Ravensburg

Ableitung --

Ableitung "

Die Naherung uber Steigungsdreieck ware genau, wenn die Brei-
te des Dreiecks exakt 0 ware. Wir kdnnen h=0 aber nichtin ...

9
8
‘ f(x +h) - f(x) ’
f'(x)s————— b : 6
5
4
3
2

... einsetzen, da wir sonst 0/0 teilen. Was wir jedoch kdnnen ist
den Grenzwert von h gegen 0 zu berechnen. Die Regeln dafur
behandeln wir im nachsten Termin!

F(x ) }}iino f(XO.H?l - f(x,) : ___________ o . X
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Einheit IV

Der Name "Analysis I" verrat uns zwei Dinge: Analysis |

Wir werden etwas analysieren. Konkret wird es um Funktionen

und eine Vielzahl von Eigenschaften gehen, auf die wir diese - Ableitungsregeln

DHBW

I Duale Hochschule

Baden-Wurttemberg
Ravensburg

Funktionen untersuchen kdénnen. - Mehr Ableitungsregeln

Qo . . , , , - Extremstellen
Es gibt eine spater "Analysis II". Die Besonderheit von Analysis

| ist, dass wir uns auf Funktionen mit genau einer Variable be-
schranken. - Konvexitat

- Monotonie

Wirtschaftsmathematik - Zentrum fiir Angewandte Okonomik (ZAO)
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Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

Ableitungsregeln --

. Ravensburg
Ableitunsregeln 9
9
Wir wissen nun, dass wir die Steigung einer Funktion an einer 1.50 3.50
Stelle x0 durch Grenzwertbetrachtung berechnen kdonnen: 8 100 3.00
7
0.50 2.50
_ f(x.4h) - f(x) 6
f ‘(XO) = lim ———— 0= 5 0.25 2.25
h -0 h 0.10 210
° ° ° 4
Wie berechnen wir diesen Grenzwert? ; 0.01 201
5 <<<

Tatsachlich werden wir nicht mit dem Grenzwert direkt arbeiten.

—
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Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

Ableitungsregeln --

o Ravensburg
Ableitunsregeln 0
- | o
Stattdessen lernen wir Ableitungsregeln kennen, mit denen wir 1.50 3.50
zu einer gegebenen Funktion ihre Ableitung berechnen konnen. 8 1.00 3.00
7
| | | | | 0.50 2.50
Um die Steigung an einer Stelle zu erhalten setzen wir dann ein- 6 095 -
fach die entsprechende Stelle in die Ableitung ein! 5 | |
0.10 2.10
4
Wir beginnen mit einfachen Regeln fiir einzelne Terme : 0.01 4
9 X

Danach kommen Regeln flir Kombinationen von Termen.

—
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Ableitunsregeln

Duale Hochschule
Baden-Wirttemberg

Ravensburg

Die wichtigste Regel fur einzelne Terme ist die Potenzregel.

Potenzregel Multipliziere den Faktor vor dem x mit dessen Ex-
ponenten und verringere den Exponenten um 1.

f(x) = 8x*
f'(x) = 4-8x*!
= 32x°
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Ableitungsregeln '-

Ableitunsregeln

Duale Hochschule
Baden-Wirttemberg

Ravensburg

Die Potenzregel gilt auch fir negative Exponenten

(0 = 2 =5x2  f(x)=-10x"= L)

Die Potenzregel qgilt nicht nur fir ganzzahlige Exponenten

() = [X =% () =05x% = 5
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Ableitungsregeln '-

Ableitunsregeln

Duale Hochschule
Baden-Wirttemberg

Ravensburg

Die Potenzregel gilt auch fur den Exponenten 0. Eine Konsquenz
davon ist die Nullregel: Summanden in denen die Variable nach
derabgeleitet wird nicht vorkommt, fallen bei der Ableitung weg,.

f(x) =5x-3 =5x-3x°
f'(x) =5
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Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

Ableitungsregeln --

. Ravensburg
Ableitungsregeln 0
Bei Exponentialfunktionen mit der eulerschen Zahl e als Basis ... °
X - 6 5
f(x) =a-e*mitae R \//q,
4 //‘{@
mite =~ 2.71828 ©
2
..ist die Ableitung gleich der ursprunglichen Funktion:
20 -15 -1.0 -05 05 10 15 20
f'(x) =a- e 5
-4
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Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

Ableitungsregeln --

. Ravensburg

Ableitungsregeln ,
Beim Logarithmus mit der eulerschen Zahl e als Basis ... 3
_ 2.5

f(x) =a-In(x) mitae R
2
..ist die Ableitung:
1.5
f'(X) =a- X’ 14, In(e) =

0.5
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Duale Hochschule
Baden-Wirttemberg

Ravensburg

Ableitungsregeln '-

Ableitungsregeln

. | | regel
Summenregel Besteht eine Funktion aus mehreren mit * ver- W
bundenen Termen, werden die Summanden separat abgeleitet.

f(x) = 0.25x* - x* 4+ 5e*

o

F)= % - 2x + e f'(x) =g'(x) + h'(%)

f(x) = g(x) + h(x)
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I Duale Hochschule

Baden-Wurttemberg
Ravensburg

Berechne die erste Ableitung folgender Funktionen:

1+ x7 + x1In(x)

f(x) =x2%-1In(x) + e* g(X) = ~
A X A X¥ ALK
fx)=ax-x+e =X A
= x-X"+e

X E = ><”’+>(6+@a(x)
g = A+ 6x% e X

A s A
T—‘——-—+€ L —
X3 X
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Duale Hochschule
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Ravensburg

Mehr Ableitungsregeln ‘-

Mehr Ableitungsregeln
Prod uétreﬁel
Produktregel

Produktregel Besteht eine Funktion aus zwei durch Multiplikation
verbundene Teilfunktionen ...

f(x) = g(x)- h(x) f(x) = g(x)-h(x)

so ist die Ableitung dieser Funktion gegeben durch: f‘(X) o ,
= g'(x)-h(x) + g(x)-h'(x)
t'(x) = g'(x)- h(x) + g(x)- h'(x) Rechte Funktion belassen  Linke Funktion elsssen
S~~—_"

Reihenfolge ist irrelevant
da Addition kommutativ ist
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Duale Hochschule
Baden-Wirttemberg

Ravensburg

Mehr Ableitungsregeln '-

Mehr Ableitungsregeln

Produktregel.

Beispiel flr Produktregel:

f(x) =% - In(x) f(x) = g(x)-h(x)
f'(x) = g'(x)- h(x) +8&) h'(x) , , ,
f'(x) = g'(x)-h(x) + g(x)-h'(x)

= 2x- In(x) + X2 x! inke Fankion ableiten. Rechte Fanktion blet

Linke Funktion ableiten Rechte Funktion ableiten
Rechte Funktion belassen Linke Funktion belassen

\/

Reihenfolge ist irrelevant

p— 2 X ln (X) —I— X da Addition kommutativ ist
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Mehr Ableitungsregeln ‘-
Duale Hochschule

Baden-Wirttemberg
Ravensburg

Mehr Ableitungsregeln
Quotientenregel Besteht eine Funktion aus zwei durch Division W’

verbundene Teilfunktionen ...
_ 8()
f(x) = igg )= 1

Reihenfolge ist relevant
da Subtraktion nicht kommutativ ist

so ist die Ableitung dieser Funktion gegeben durch: ‘ — ‘
feiy — 8 (X)h(X) - g(x)-h'(x)
g (00 - (980 0= h(0)?

T Gy
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Duale Hochschule
Baden-Wirttemberg

Ravensburg

Mehr Ableitungsregeln ‘-

Mehr Ableitungsregeln

: : : . o ‘ nregel
Quotientenregel Besteht eine Funktion aus zwei durch Division Q‘wt’e"‘f‘g

verbundene Teilfunktionen ...

-

X » Zahlerfunktion g(x) = e*
2

t(x) =

X > Nennerfunktion h(x) = x*

Reihenfolge ist relevant
da Subtraktion nicht kommutativ ist

X<, 2 ¢
£(x) e*x“ - 2xe

=T ) = £CON0) - 8GON()
_e*(x*-2x) _ e*(x-2) h(x)?
- x* X
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Baden-Wirttemberg

Ravensburg

Mehr Ableitungsregeln '-

Mehr Ableitungsregeln
Kettenregel
Kettenregel

Kettenregel Besteht eine Funktion aus zwei miteinander verket-

teten Teilfunktionen ...
AufRere Fkt.

f(x) = g(h(x)) f(x) =g(h(x))

Innere Fkt.

..dann bezeichnen wir g(x) als dul3ere und h(x) als innere Funk-

tion. Die Ableitung ist gegeben durch ... AuRere Ableitung
0 = ) - () f'(x) = h'(x) g'(h(®))

Innere Ableitung Innere Fkt.

..das Produkt von innerer und aul3erer Ableitung.
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Ravensburg

Mehr Ableitungsregeln '-

Mehr Ableitungsregeln
Kettenregel
Kettenregel

Beispiel zur Kettenregel:

AufBere Funktion: g(x)=In(x) AuRere Fkt.

f(x) = ln(5X2-|{3X) o f(X) — g( h(X) )

Innere Fkt.

f'(x) =h'(x) - g'(h(x)) , I
= (10x+3) - (5x*+3x)"* f (X) = h (X) g ( h(X) )
_ 10x43 Innere Ableitung Innere FKt.
5x%+3X
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Mehr Ableitungsregeln

I Duale Hochschule

Baden-Wurttemberg
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Berechne die erste Ableitung folgender Funktionen:
= &P
: ln X) — (X\= ev\()(‘ : 2 - X3
(O =xe*  s=xX | geo= 2 B ney =207 =[]
9'(x) = 4 ! |
| l 0n(2) x2
hx) = e¥ ! &) h(x)= X ! = 2
\ — X | ( = |
h'(x) = € : W (x) =4 B T o () = o
ey 960 -h(x) - g(x) - h'(x) : gl(x) = €
£00 = g1t 5l L0 E = - h(x)? S R h(y) = 403 %°
- AeX4 x-ef : 4% ~ G : () = 20a() X
- X ' - Xa |
= e (A '('X) : : (‘(x\ _ L,\ ()() . 3| (k(x))
I _ A - ZV\(X) I Z\.\(ﬁyxa
| ] x> | = 24Q)x- e
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UEUNEE --

Extremstellen

Wir unterscheiden in Minima und Maxima sowie zwischen globa-
len und lokalen Extremstellen.

Globales Maximum Es gibt keine Stelle auf dem Definitionsbe-
reich an dem ein hoherer Funktionswert erreicht wird. 1

Lokales ’
Maximum
K X
0.5 . * . 2.0

Lokales
Minimum

Globales Minimum Es gibt keine Stelle auf dem Definitionsbe- ““—2.0
reich an dem ein kleinerer Funktionswert erreicht wird.

Nicht jede Funktion hat beides und einige haben keines! Globales

Minimum
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Ravensburg
Extremstellen
Wir unterscheiden in Minima und Maxima sowie zwischen globa- .
len und lokalen Extremstellen. K
%“-20 -15 -10 -0 0
Lokales Maximum Es gibt einen kleinen Bereich um die Stelle in- K
nerhalb dessen kein gré8erer Funktionswert erreicht wird. " Koin ]
Minimum

Lokales Minimum Es gibt einen kleinen Bereich um die Stelle in-

Lokales -2

nerhalb dessen kein kleinerer Funktionswert erreicht wird. Minimum

-3 .
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UEUNEE --

Extremstellen

Damit eine Extremstelle bei x vorliegen kann, muss die Steigung
an dieser Stelle 0 sein.

Ware die Steigung zum Beispiel positiv, wlrde die Funktion nach
rechts steigen und nach links fallen.

Kein Minimum Wir finden keinen noch so kleinen Bereich um X,
in welchem alle Funktionswerte grof3er als x sind.

Kein Maximum Wir finden keinen noch so kleinen Bereich um X,
in welchem alle Funktionswerte kleiner als X, sind.
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Extremstellen
3
Notwendige Bedingung Ist x ein Extremum, d. h. ein Minimum
oder Maximum der Funktion f(x), dann gilt f'(x ) = 0 2

Die umgekehrte Logik funktioniert nicht! Es kann Stellen mit Ab-

leitung f'(x ) = 0 geben an denen f(x) kein Extremum hat.

-20 -15 -1.0 1.0 1.5 2.0

Wir brauchen eine zusatzliche hinreichende Bedingung!
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Extremstellen
3
st f'(xo) =0 und f"(xO) < 0 dann ist die Stelle x, ein lokales Maxi-
mum von f(x). 2

st f'(xo) = 0 und f"(xo) > 0 dann ist die Stelle X, ein lokales Mini-
mum von f(x).

-20 -15 -1.0 1.0 1.5 2.0

Istf'(x ) =0undf"(x ) =0dannist die Stelle x_ ein Sattelpunkt von
f(x), aber keine Extremstelle.

Ob die Extremstellen nicht nur lokal, sondern auch global sind
mussen wir ausknobeln. Dabei helfen Grenzwerte und Logik! -3
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Finde alle Extremstellen der folgenden Funktionen und gib ihre Auspragung an!

x2=/
f(x) = 8x°-4x+ 2

l -
()= Ax-4 =0 = Abx=4 = X=0

g(x) = -0.5x* + x°

—<

9'(x) = — Ax3+ A L0 & x(Q 23 =0

M=t §0) Gt g = -2

(okales (£
8"(@) = a M\mwwn

5(! /1) — __L( MO\)((MAM

Qi () =00 Qoimn £0) =22

K —) OO X=) - o0 ¢

9" (-A) = =4 Moximun .
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Monotonie

Monotonie
f(x)
8
Eine Funktion f(x) ist genau dann monoton steigend in der Va-
riable x, wenn sie folgende Bedingung erfullt: p

Vx>x giltf(x) = f(x,) &

Eine Funktion f(x) ist genau dann streng monoton steigend in
der Variable x, wenn sie folgende Bedingung erfullt:

-20 -15 -170 -05 0.5

Vx>x, giltf(x)>f(x)) 5

Die Begriffe monoton fallend und streng monoton fallend -4
sind analog dazu mit definiert.
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Monotonie
f(x)
8
Eine Funktion f(x) ist genau dann monoton steigend in der Va-
riable x, wenn sie folgende Bedingung erfullt: p
N
<
wenn ich etwas grofderes einsetze, N " D

muss mindestens gleich viel herauskommen

!
V/4
S
Eine Funktion f(x) ist genau dann streng monoton steigend in l
X

der Variable x, wenn sie folgende Bedingung erfullt:
-20 -15 -17.0 -0.5 0.5 1.0 1.5 2.0

wenn ich etwas grofderes einsetze, -2
muss etwas grofderes herauskommen
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Monotonie
f(x)
8
Eine Funktion f(x) ist genau dann monoton steigend in der Va-
riable x im Intervall |, wenn qilt: .
/fzi
I /4
f'(xX)=>0VxEel A Ny
V/4
\
Eine Funktion f(x) ist genau dann streng monoton steigend in S,
der Variable x im Intervall |, wenn qilt: ‘
9 — «
-20 -15 -10 -05 0.5 1.0 1.5 2.0
f'(x)>0Vvxel ,
Die Begriffe monoton fallend und streng monoton fallend -4

sind analog dazu mit definiert.
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Konvexitat "

8
Seien x_, X, zwei beliebige Stellen fir die f(x) definiert ist.

6
Eine Funktion f(x) ist genau dann konvex, wenn die Verbindung P
zwischen den Punkten (x_, f(x.) ) und (x_, f(x,) ) immer Gber dem T~ o
Kurvenverlauf liegt. s

yA ‘
Eine Funktion f(x) ist genau dann konkav, wenn die Verbindung —_—

zwischen den Punkten (x_, f(x.)) und (x,, f(x)) ) immer unter dem ST (A I Y
Kurvenverlauf liegt.
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I — 1

Konvexitat o

Eine Funktion f(x) ist genau dann konvex auf einem Intervall |,
wenn ein "Fahrzeug" dort nach links lenken musste um auf der

Kurve zu bleiben.

Eine Funktion f(x) ist genau dann konkav auf einem Intervall |,
wenn ein "Fahrzeug" dort nach rechts lenken musste um auf der

Kurve zu bleiben.

-20 -15
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Konvexitat "
Eine Funktion f(x) ist dann konvex in der Variable x im Intervall |, °
wenn sie folgende Bedingung erfullt: .
11 /,’ /

f (X) 2 O V X E I A ., \{tq(}%e?:/
Eine Funktion f(x) ist dann konkav in der Variable x im Intervall |, /
wenn sie fol ' Ullt;

gende Bedingung erfullt ﬁ )
-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.\ 1.5 2.0
["(x)<0VxXxE] 5
-4
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Untersuche die folgenden Funktionen auf Monotonie und Konvexitat > Kellewnvegel wil-
auﬁw Fki en(x)

f(X) = 4-4x? g(X) — X innemer Fkb X2
— 2
F‘(X) - 9'(y) = X h(x) = In(x?)
. I\ _ 12 L
Weun X >0 domn C'(x)<O |51 Fosi‘-iv («L- Lk x € ‘E l" (Y\ - &x * Xa = ? — Qx
=) q") sk S"’""f) wovelon (bl in (O'ob) =) g(x) s} s(-wmb« mm(om

S%«J w R
3“()() = QX sl Emad-iv & x¢ R
=) ¢lx] isl kowvex in R

Wewn X<O dewwm £&)1>0
:-) C(x) °\Sl Sl-vws wno-vnol-on SL»?MJ () (-ob,O)

.(“ ()( - - 8 st immee V\ega‘-'\v!

=> ((X) st kewkew in (R

=) Sk. mowelom W " (-“:O),S(ué‘»o‘ o (O, 02)
Zweile Ableifurg imma~ neqobiv
=) Funkbion konkon a-ul Defeuiking LM

S_
*
1

|

ol®

"

|
)
xl

Y
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EinheitV

In der "Analysis II" erweitern wir den ersten Teil der Analysis um: Analysis Il

Funktionen mit mehreren Variablen, dem damit verbundenen
Konzept der partiellen Ableitung und dem Lagrange Verfah-
ren. - Partielle Ableitungen

- Mehrere Variablen

: . : : - Extremstellen
Dielntegralrechnungals Gegenstlick der Differenzialrechnung.

- Lagrangeverfahren

\%
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Mehrdimensionale Funktionen

Funktionen konnen von zwei oder mehrVariablen abhangig sein.
Ein Beispiel:

f(x,y) =x*-4x+ y*- 8y + 20

Bei zwei Variablen ist die grafische Darstellung als Flachendia-
gramm oder als Heatmap maglich.

Ab drei Variablen lasst sich die Funktion i. d. R. nicht mehr visua-
lisieren.
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Mehrdimensionale Funktionen
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Mehrdimensionale Funktionen

Funktionswerte erhalten wir, indem wir fir alle Variablen Werte
einsetzen.

f(3,2) =

f(X,y') — X2 - X + y2 - Zy + 125 | | “f(0,0):= 1.25

x 1 2

£(0,0) = 02- 0 + 02-2- 0 + 1.25 = 1.25

f(3,2) =32-3 +22-2-2 + 1.25 = 7.25
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Mehrdimensionale Funktionen |

f(xy)=x*-y=0
Nullstellen von Funktionen mit mehreren Variablen finden wir S>x=+ [y
durch Nullsetzen der Funktion und losen der entstehenden Glei- = \]
chung. '

X,y) =xy-1=0
Haufig ist die Losung keine Kombination von Zahlenwerten, son- g(x.y) 4 1
dern eine Gleichung, die uns sagt in welchem Verhaltnis die Va- = X =
riablen stehen miussen. y
|

Dieselbe Besonderheit ergibt sich bei Schnittstellen von zwei h(XJY) =Xx*+ y2 =0

Funktionen mit mehreren Variablen.

=>X=0undy=0
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Mehrdimensionale Funktionen
Bei Grenzwerten mussen wir nun aufpassen, welche Variable wir j
gegen einen bestimmten Wert bzw. unendlich laufen lassen. |
Das Ergebnis des Grenzwerts kann von den Werten anderer Va- 5 o+ 2 2 i 5 ; & s

riablen abhangen!

(oo fliry>0 3T

Iim f(xy)=<¢ 0 fury=20

X — 00 -5+

_-oo fury <0
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Partielle Ableitungen --

Mehrdimensionale Funktionen

Die Ableitung einer mehrdimensionalen Funktion gibt ihre Stei-
gung an. Betrachten wir dazu die rechts dargestellte Funktion.

Wie steil ist die Funktion an der Fahne?

- Gehen wir nach "rechts’, geht es steil nach unten in das Loch.
- Gehen wir nach "vorne', ist es erst flach und wird dann steiler.
- Gehen wir im Kreis um den Krater, ist es komplett flach.
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Partielle Ableitungen --

Partielle Ableitungen

Je nachdem wie weit wir in Richtung x oder y gehen erhalten wir
einen anderen Wert fur die Steigung.

Sei dx die Anderung in Richtung x und dy die Anderung in Rich-
tung y. Dann ist das totale Differenzial df definiert als:

6‘fd_|_8f

df = 0x dy
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Partielle Ableitungen --

Partielle Ableitungen

_ of . of

df—g X - ay

dy
Die blau markierten Ausdrlcke sind die partiellen Ableitungen

der Funktion nach den Variablen x undy.

Die Rechenregeln sind dieselben wie bisher: Potenzregel, Sum-
menregel, Produktregel usw. gelten auch partiell.

Wichtig Leiten wir partiell nach einer Variable ab, gelten alle an-
deren Variablen als Konstanten!
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Partielle Ableitungen --

Partielle Ableitungen

Bei der Beispielfunktion ...

f(xy) =x*-x+y*-2y + 1.25

..haben wir folgende partielle Ableitungen:

, 0 of
' (xy) = 5 f(xy) = P 2x -1

0 ) _
oy f(xy) = Jy = 2y - 2

' (xy) =
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Berechnen Sie jeweils alle ersten partiellen Ableitungen! k(x)=Vx1= x*®  K(x)=08¢"S=3%X " = &'\}?
\/-X—I = \x1-{y]
f(xy) = x- xy3 + x%y g(xy) =y X + /Xy h(xy) = xy In(x) - xe”"
‘ A3 ' \[377 y3
("x("l\/) =/ Yo ax\/ 3x(x,\/)= 9\)\;)5 T Y NX(X,\/) Y’@-(x)i-)(\/ s -
= Y (44 Gals)) -e'"

9|\/ (Y:\/) = \/7 T QW H)’ (les = X Onlx) — Ay ¢ QYQ. X

4x? — 4.a-x A
= x. — .9y ey

Px2 — §-2-x X- Dalx) = x- Ay-e

yx* — dyx Roduklvegel £6= 96)-hlx) £'6)=9Gkb+ 56w

9(x) = X-y o'(x) =Y

1 - — 3 Y a) :
€Y (Y’Y) Xy= + X : X
I Wi\ =2a(x) W= _;1?
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Extremstellen

Ahnlich wie bei eindimensionalen Funktionen kénnen wir mit
partiellen Ableitungen die Extremstellen von mehrdimensiona-
len Funktionen finden.

Notwendige Bedingung An einem Extrempunkt einer Funktion
mussen die partiellen Ableitungen alle 0 sein.

of i _
2x-1 =0 = x=0.5

0x

of B _

3y 2y-2 =0 — y=1
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Extremstellen mehrdimensionaler Funktionen
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Extremstellen
Die hinreichende Bedingung ist deutlich komplizierter als bei Cal o*f 2 0
Funktionen mit einer Variablen. Wir mlssten eine sogenannte H = ox?  Oxoy _
Hessematrix aufstellen, ihre Eigenwerte berechnen und daraus o’f o’f 0 )
OXoy  0y?2

auf ihre Definitheit schliel3en.

Wir beschranken uns daher auf die notwendige Bedingunag,.

|
dettH-A) =0 => A=2
= H positiv definit

= Minimum
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Extremstellen mehrdimensionaler Funktionen
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An welchen Stellen sind die notwendigen Bedingungen fir eine Extremstelle erfullt?

f(xy) = x%y? - xy g(xy) = x*y?

( ! [
‘Cx (xl\/) = Qx\/a" Y = 0 & Y(Rx\/—A) 3‘){()(,\/) — qxz\/a =0

‘LLI(XIY):QYQ\/—X :0 & x(3y-4) Ay ay)= Ax4y =0

el wewn X=Y=0 ockw werw X='A"

2, vt wenwn X=0 odar \/—_-O
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Lagrange Verfahren

Idee Wir suchen ein Minimum/Maximum einer Funktion, wobei
wir nur Stellen der Funktion berticksichtigen die bestimmte Be-

dingungen erfullen.
Gesamtvolumen

Beispiel Ein Student mdchte ein Glas Mische bestehend aus x cl sind 200m|

Alkohol und y cl Cola trinken. Seine Nutzenfunktion wird durch

u(x,y) = xy?beschrieben und in sein Glas passen 20cl. y = 'V(l:erllge an
Ola

Welche Mischung gibt ihm den hochsten Nutzen?

X = Menge an
Alkohol

Wirtschaftsmathematik - Zentrum fiir Angewandte Okonomik (ZAO)




Lagrange Verfahren

DHBW

Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

Ravensburg

Lagrange Verfahren

Naiver Losungsansatz Wir berechnen die beiden partiellen Ab-

leitungen der Nutzenfunktion und setzen diese 0. e'%

Wir erhalten dabei aber eine Art Minimum. Wenn er nichts trinkt, Gesamtvolumen

hat er gar keinen Nutzen. Warum finden wir kein Maximum? sind 200m|
f(xy) = xy3 y = Menge an
' Cola
= ¥ =0= y=0
oF oo, ! ~ _
3Xy =0 = x=10( X = Menge an
dy Alkohol

odery =0
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Lagrange Verfahren

Lagrange Verfahren

Die Funktion u(x,y) weils nichts von der Bedingung, dass nur 20
cl in das Glas passen.

Bei den partiellen Ableitungen wird diese Bedingung folglich
auch nicht berucksichtigt und daher kann es auch kein Maximum

geben.

Ohne Berucksichtigung der Bedingung kann der Student theo-
retisch immer noch mehr und noch mehr von beiden Flussigkei-

ten in sein Glas giel3en.

Wirtschaftsmathematik - Zentrum fiir Angewandte Okonomik (ZAO)
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Gesamtvolumen
sind 200ml

y = Menge an
Cola

X = Menge an
Alkohol




Lagrange Verfahren

Lagrange Verfahren

Mit dem Lagrange Verfahren konnen wir die Zielfunktion, die wir
maximieren/minimieren mochten mit einer Nebenbedingung
verknupfen.

Suche das Maximum/Minimum einer Funktion, gegeben dieser
Einschrankung!

Wir durchlaufen dabei die rechts gezeigten Schritte!

I Duale Hochschule

Baden-Wurttemberg
Ravensburg

1. Zielfunktion (ZF) identifizieren
Was wollen wir minimieren/maximieren?

2. Nebenbedingung (NB) identifizieren
Was schrankt uns dabei ein?

3. Nebenbedingung umformen
Auf einer Seite muss 0 stehen

4. Nebenbedingung mit A multiplizieren
Griechischer Buchstabe,,Lambda”

5. Den entstehenden Term zur ZF addieren
Dadurch entsteht die Lagrangefunktion!

6. Alle partiellen Ableitungen berechnen
Inklusive dem A

7. Alle partiellen Ableitungen nullsetzen
Dadurch entsteht ein Gleichungssystem

8. Gleichungssystem losen
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Lagrange Verfahren

Lagrange Verfahren

Die ersten beiden haben wir in Gedanken bereits mit der Aufga-
benstellung abgearbeitet. Wir mussen sie nur noch mathema-

tisch notieren:

max

S.t.

u(x,y) = xy3
X+y<20

1. Zielfunktion (ZF) identifizieren
Was wollen wir minimieren/maximieren?

2. Nebenbedingung (NB) identifizieren
Was schrankt uns dabei ein?

3. Nebenbedingung umformen
Auf einer Seite muss 0 stehen

4. Nebenbedingung mit A multiplizieren
Griechischer Buchstabe,,Lambda”

5. Den entstehenden Term zur ZF addieren
Dadurch entsteht die Lagrangefunktion!

6. Alle partiellen Ableitungen berechnen
Inklusive dem A

7. Alle partiellen Ableitungen nullsetzen
Dadurch entsteht ein Gleichungssystem

8. Gleichungssystem losen

Wirtschaftsmathematik - Zentrum fiir Angewandte Okonomik (ZAO)
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Lagrange Verfahren
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Lagrange Verfahren

1. Zielfunktion (ZF) identifizieren
Was wollen wir minimieren/maximieren?

Beim dritten Schritt bringen wir die 20 auf die linke Seite, damit 2. Nebenbedingung (NB) identifizieren
rechts die gewunschte 0 steht. Was schrankt uns dabei ein?

3. Nebenbedingung umformen
Auf einer Seite muss 0 stehen

— 3
max ll(X,y') — XYy 4. Nebenbedingung mit A multiplizieren
Griechischer Buchstabe,,Lambda”
S.t. X+y<20 |-20
5. Den entstehenden Term zur ZF addieren
. .
— % + y - 20 <0 Dadurch entsteht die Lagrangefunktion!

6. Alle partiellen Ableitungen berechnen
Inklusive dem A

7. Alle partiellen Ableitungen nullsetzen
Dadurch entsteht ein Gleichungssystem

8. Gleichungssystem losen
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Ravensburg
Lagrange Verfahren
1. Zielfunktion (ZF) identifizieren
Was wollen wir minimieren/maximieren?
Beim vierten Schritt multiplizieren wir beide Seiten der Nebenbe- 2. Nebenbedingung (NB) identifizieren
dingung mit dem griechischen Buchstaben "Lambda" Da rechts Was schrdnkt uns dabei ein?
eine Null Steht, andert sich dort nichts. 3. Nebenbedingung umformen
Auf einer Seite muss 0 stehen
max ll(X,y') — Xy3 4. Nebenbedingung mit A multiplizieren
Griechischer Buchstabe ,Lambda”
S.t. X+y<20 |-20
5. Den entstehenden Term zur ZF addieren
. .
— % + y - 20 <0 ‘ A Dadurch entsteht die Lagrangefunktion!
6. Alle partiellen Ableitungen berechnen
— }\(X + Y - 20) <0 Inklusive dem A

7. Alle partiellen Ableitungen nullsetzen
Dadurch entsteht ein Gleichungssystem

8. Gleichungssystem losen
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Lagrange Verfahren
1. Zielfunktion (ZF) identifizieren
Was wollen wir minimieren/maximieren?
Jetzt addieren wir den Term auf der linken Seite auf unsere Ziel- 2. Nebenbedingung (NB) identifizieren
funktion. Dadurch entsteht die sogenannte Lagrangefunktion, Was schrdnkt uns dabei ein?
in der die Nebenbedingung berUCkSIChtlgt wird! 3. Nebenbedingung umformen
Auf einer Seite muss 0 stehen
max U(X,y') — Xy3 4. Nebenbedingung mit A multiplizieren
Griechischer Buchstabe,,Lambda”
S.t. X+y<20 |-20
5. Den entstehenden Term zur ZF addieren
: -
— % + y - 20<0 ‘ A T Dadurch entsteht die Lagrangefunktion!
6. Alle partiellen Ableitungen berechnen
— }\(X + Y - 20) <0 Inklusive dem A
\ T J

7. Alle partiellen Ableitungen nullsetzen
Dadurch entsteht ein Gleichungssystem
L(x,yA) =xy3 + A(x+y-20)

8. Gleichungssystem losen
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Lagrange Verfahren
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Lagrange Verfahren

1. Zielfunktion (ZF) identifizieren
Was wollen wir minimieren/maximieren?

Im sechsten Schritt berechnen wir alle partiellen Ableitungen der 2. Nebenbedingung (NB) identifizieren
Lagrange-Funktion. Was schrankt uns dabei ein?
3. Nebenbedingung umformen
L(X,y, }\) — Xy3 + }\(X + y - 20) Auf einer Seite muss 0 stehen

4. Nebenbedingung mit A multiplizieren
Griechischer Buchstabe,,Lambda”

oL

0 — y3 + A 5. Den entstehenden Term zur ZF addieren
X Dadurch entsteht die Lagrangefunktion!

oL 6. Alle partiellen Ableitungen berechnen

ay — 3Xy2 + A Inklusive dem A

7. Alle partiellen Ableitungen nullsetzen
0L, Dadurch entsteht ein Gleichungssystem

=D =x+y-20

8. Gleichungssystem losen
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Lagrange Verfahren

I Duale Hochschule

Baden-Wurttemberg

Ravensburg
Lagrange Verfahren
1. Zielfunktion (ZF) identifizieren
Was wollen wir minimieren/maximieren?
Im siebten Schritt setzen wir alle partiellen Ableitungen gleich 0 2. Nebenbedingung (NB) identifizieren
und erhalten dadurch ein Gleichungssystem! Was schrankt uns dabei ein?

3. Nebenbedingung umformen

L(X,y)\) — Xy3 1 7\(X + y - 20) Auf einer Seite muss 0 stehen

4. Nebenbedingung mit A multiplizieren
Griechischer Buchstabe,,Lambda”

oL !
a — y3 + 7\ =0 5. Den entstehenden Term zur ZF addieren

X Dadurch entsteht die Lagrangefunktion!
JdL L 6. Alle partiellen Ableitungen berechnen
ay — 3X}72 + A= 0 Inklusive dem A

7. Alle partiellen Ableitungen nullsetzen
0L, 20 ' 0 Dadurch entsteht ein Gleichungssystem
— X — - —

oA 4 8. Gleichungssystem losen
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Lagrange Verfahren
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Lagrange Verfahren

1. Zielfunktion (ZF) identifizieren
Was wollen wir minimieren/maximieren?

L(X,y’ }\) — Xy3 + 7\(X + vy - 20) 2. Nebenbedingung (NB) identifizieren

Was schrankt uns dabei ein?

3. Nebenbedingung umformen

oL | — Auf einer Seite muss 0 stehen
3 =y3+A=0 >» Y3+ A=3xy2 + A
X 4. Nebenbedingung mit A multiplizieren
z 3 — 3X 2 . . "
Il | y y Griechischer Buchstabe ,Lambda
P — 3Xy2 +A=0_ =y =3X 5. Den entstehenden Term zur ZF addieren
y ‘ Dadurch entsteht die Lagrangefunktion!
o0l, l ' 6. Alle partiellen Ableitungen berechnen
En — X-|-y_20 =0 =>x+3x-20=0 Inklusive dem A
= 4x =20 7. Alle partiellen Ableitungen nullsetzen
=>x=5,y=15 Dadurch entsteht ein Gleichungssystem

8. Gleichungssystem losen
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Lagrange Verfahren

Beispiel Ein Student mochte ein Glas Mische bestehend aus x cl
Alkohol und y cl Cola trinken. Seine Nutzenfunktion wird durch
u(x,y) = xy?beschrieben und in sein Glas passen 20cl.

Gesamtvolumen

Welche Mischung gibt ihm den hochsten Nutzen? sind 200m|
Unter Berlcksichtigung der Nebenbedingung liegt das Nutzen- y = 'Vcizerllge an
Ola

maximum bei 5cl Alkohol und 15cl Cola.

X = Menge an
Alkohol
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U (X ,\/) /t/u(z,«w\ Cvm((l-\m

max  U(x,y) = X Y+re— X wie viel koule iclh
Ve 90\\— X
st Ix+3y £ 30 1-30 Y wie vied keuls ik
EY Ax+y-30 < O -7 Voun SM‘*Y
= o O | Budgek oher Houshall
- Y+A= X+dA 30 U‘CA%J- 2T
L) = x-y + 7 (10 24-30) A Reis vor Gub X
%—&-=Y+7\’!—'O X+O\/*a7\i0 )] Reis von g“\'y
> ! _ y+ AV = O
-a—yz)("-;b\:O ( — (\/4— 7\)7-0 \A/GU\V\ ‘\QQ\ AO)( wonel SY‘(‘”‘X
oL - w-30=0 : v
o ij ! X —ay =0 9yeba i A0 e i(::
- g 7 34'\’9 v 3(2 (*:/ /
= [x =3
- ]

a\/-(-a\/-:)’():O =) ‘-(y—_-ZO = Y=7S X =19
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Einheit VI

In der "Analysis II" erweitern wir den ersten Teil der Analysis um: Analysis Il

Funktionen mit mehreren Variablen, dem damit verbundenen
Konzept der partiellen Ableitung und dem Lagrange Verfah-
ren. - Stammfunktionen

- Integralrechnung

: . : : - Bestimmte Integrale
Dielntegralrechnungals Gegenstlick der Differenzialrechnung.

- Partielle Integration

- Substitution VI
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Integralrechnung --

Integralrechnung

Wir wollen die Flache unter einer Funktion berechnen.

f(x) = -x* 4+ 5x auf dem Intervall [0,5]
Wie konnen wir die Flache A berechnen?

FUir geometrische Formen wie Rechtecke gabe es Formeln ...
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Integralrechnung --

Integralrechnung

f(x) = -x? + 5x

.. und daher ist folgender Ansatz naheliegend: Wir teilen die Fla-
che in Rechtecke, auf deren Flache wir berechnen kdnnen!

Die Breite konnen wir frei wahlen. Wahlen wir wie rechts gezeigt
die Breite 1 teilen wir die Flache in 5 Rechtecke auf.

Bei der Hohe gibt es zwei Varianten:

« Maximum der Funktion im Bereich (hell- & dunkelrote Flachen)
« Minimum der Funktion im Bereich (nur dunkelrote Flachen)
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Integralrechnung --

Integralrechnung

Wir erhalten die folgenden N3herungen: Hx) = -x* 4 5x

Obersumme A=4+ 6+ 6254+ 6+ 4 =26.25
UntersummeA=0+4+6+4+0=14

Die Obersumme Uberschatzt die wahre Flache tendenziell, da
ihre Flachen uber die Kurve hinausragen.

Die Untersumme unterschatzt die wahre Flache tendenziell, da
ihre Flachen die Kurve nicht vollstandig ausfullen.
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Integralrechnung --

Integralrechnung

f(x) = -x? + 5x
Die Naherung wird genauer, wenn wir die Breite der Rechtecke

kleiner wahlen.

Die Obersumme Uberschatzt die wahre Flache weniger, da ihre
Flachen weniger Uber die Kurve hinausragen.

Die Untersumme unterschatzt die wahre Flache weniger, da ihre
Flachen die Kurve vollstandiger ausftllen.
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Integralrechnung --

Integralrechnung

f(x) = -x? + 5x

Wir konnen fir die Breite nicht 0 einsetzen, denn sonst haben
wir unendlich viele Rechtecke mit Flache O.

Wir kdnnen aber untersuchen, gegen welchen Wert die Nahe-
rung geht, wenn wir die Breite der Rechtecke gegen 0.

Ahnlich wie bei der Differenzialrechnung berechnen wir diesen
Grenzwert nicht jedes Mal von Hand, sondern arbeiten regelba-
siert ...
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Stammfunktionen

N . . f(x) = -x* + 5x
Um die Flache unter Kurve zu berechnen, ben6tigen wir eine so-

genannte Stammfunktion von f(x).

Wir suchen eine Funktion, deren Ableitung genau f(x) ergibt!

f(x) = —+— F(x)

Wir schreiben die Stammfunktion als:

F(x) = f(x) dx
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Stammfunktionen
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Stammfunktionen

Problem Wir wissen, wie wir Funktionen ableiten, aber wie ma-

chen wir das Gegenteil davon? GEGENTEILIGE

REGELN

Losung Wir nehmen unsere Ableitungsregeln und kehren sie ins

Gegenteil um. f(X) F (X)

ABLEITUNGS-
REGELN

Ableite®
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Stammfunktionen --

Stammfunktionen

Terme der Form ax® haben wir mit der Potenzregel abgeleitet.
Diese besteht aus zwei Rechenschritten. B

Erhohe 3 auf 4
Vorfaktor durch 4

- Multipliziere Vorfaktor mit Exponent
- Verringere Exponent um 1

Um Terme der Form ax® zu integrieren, machen wir genau das
Gegenteil in umgekehrter Reihenfolge.

Vorfaktor mal 4

- Erhdhe Exponent um 1 Verringere 4 auf 3

- Teile Vorfaktor durch den Exponenten

Ableite®
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Stammfunktionen

Den Term ae* haben wir bei der Ableitung unverandert gelassen.

Das Gegenteil von Nichtstun ist hier tatsachlich Nichtstun. Um
denTerm ax® zu integrieren, lassen wir ihn ebenfalls unverandert.

Nichts tun

Ableite®
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Stammfunktionen

Aus dem Logarithmus In(x) wurde bei der Ableitung 1/x.

Wir kdnnen daraus zwar nicht auf die Stammfunktion von In(x)
schlieen, aber wir finden folgende gegenlaufige Regel:

Die Stammfunktion von 1/x ist In(x).

In(x) zu 1/x

Ableiten
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Stammfunktionen --

Stammfunktionen

0\({\0{\ bilden //’71‘@
Da stimmt etwas nicht! Der Term 1/x ist doch eine Potenz und 9”’@,
sollte somit mit der ins Gegenteil verkehrten Potenzregel integ-
riert werden:

- Erhohe Exponent um 1 1 /X ln (X)

- Teile Vorfaktor durch den Exponenten

1/x zu In(x) %

Tatsachlich ist 1/x eine Ausnahme, bei der diese Regel durch 0

teilen und damit versagen wurde! In(x) zu 1/x

Ableiten

Wirtschaftsmathematik - Zentrum fiir Angewandte Okonomik (ZAO)




Stammfunktionen

I Duale Hochschule

Baden-Wurttemberg

. Ravensburg
Stammfunktionen
. ) . . . .on bilden
Die Summenregel lasst sich auch umkehren. Da wir mit + ver- QA //’7?‘@9,,
bunglene Terme getrennt ableiten mussen, wir auch getrennt in- Getrennt ’@f%
tegrieren. integrieren

[(x)+g(x) F(x)+G(x)

Getrennt
ableiten

Ableiten
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Stammfunktionen --

Stammfunktionen

Unabhangig davon wie f(x) aussieht, konnen wir die Stammfunk- QKO
tion F(x) um eine frei wahlbare Konstante erganzen.

Stammfunktion
kann um Konstante
c € R erganzt werden

Beim Ableiten fallt diese Konstante wieder weg, sodass das Kri-
terium f(x) ist Ableitung von F(x) nicht verletzt wird.

Bei der Berechnung der Flache unter der Kurve nimmt die Kons-
tante ebenfalls keinen Einfluss.

Konstantece R
entfallt wieder

Ableite®
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Berechne die Stammfunktionen der folgenden Funktionen

f(x) = x2 4+ 5e*-2 ! X) = 4x7 - /X -3/x? ' h(x) = Z | 4
5 | X X2
: os Y% :

—F(x):jxa+ SeX - Q° dx ! = A - X" = X | = x'+ 42

i} %Xs +5eX - dx . Sl = S “x7- x - Xa/s e | H(7) = § hx) dx = Q- Baly) + i/‘fx-/1

l A A 4 A % l B
: = ixg_-’?; 5—5—/;)( 3 : = A Lalx) - 4. %1
: Ag 3 45 3 9 :
T AXTERogxT
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Bestimmte Integrale
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Bestimmte Integrale

Zurlck zur urspringlichen Frage nach der Flache unter f(x)= -x*+5x.
Die Stammfunktion ist noch kein Flacheninhalt!

F(X)=I-X2+ 5x dx = - ; x°+ 2.5x*+c c€eR

Um die Flache zu berechnen, mussen wir die Stammfunktion an
zwei Stellen auswerten.

b
A= [ f(x) dx=F(b) - F(a)
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Bestimmte Integrale

Bestimmte Integrale

Die Konstante ¢ kann dabei weggelassen werden. Ihr Wert spielt

keine Rolle

5
A=I-X2
0

+ 5x dx =[-—x3

1

=|-—5%+25-52+c|-[-——0%+0-52+c|

3

= 20.83

2.5x%+ C]

0

1
3
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Bestimmte Integrale
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. . Z,,(x\: (/03 ()()
Berechne die Werte folgender bestimmter Integrale e /D Conde ol s
IX3+2X dx = -'1—x"+ix°:\ ISX4-10 dx =| x°-40x Il+—dx= X + Dnlx)
0 - ° - I - —4

1

— S -
-AD-4
L’/1 0-1]

-
= [:f-—Ao.a -

= [2a-a0)-{1-40]
= A2-(-9) = A/

Wirtschaftsmathematik - Zentrum fur Angewandte Okonomik (ZAO)




Integrale flir Fortgeschrittene
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Partielle Integration
Yy

Viele Stammfunktionen lassen sich nur mit diversen Tricks be- 3 _ 9

nen 1chnur mit div . In(x) dx =
rechnen. Zu den wichtigsten zahlen die partielle Integration
und die Substitution. 2.5
Die partielle Integration hilft, wenn wir uber ein Produkt von 2

zwei Funktionen integrieren, bei denen wir nur von einer die

Stammfunktion kennen: 1.5
b b 1
j f'(x) - g(x) dx = [f(x) : g(x)] -j f(x) - g'(x) dx )
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Integrale fur Fortgeschrittene
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Partielle Integration
y
Mit der partiellen Integration konnen wir den Logarithmus in- 3] b b
tegrieren! [ (0 -8 dx = f() - g(®) |- [ () - g'(x) dx
254 ° :
h(x) =In(x) =1 - In(x) 2
fH‘(’X_), g(x)
1 1.5
H(x) = [X - ln(x)} J X = dx = |:X - ln(x)] j dx 1
= x-Iln(x)-x 0.5
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Integration durch Substitution

: . . .. n bilden
Bei der Integration durch Substitution kehren wir die Ketten- OO //”fegf
regel der Ableitung um: Q.
5 5 Rickrichtung
der jeweiligen

b g(b)
[ f(g(x)) - g'(x) dx = | f(u) du

a 5(a) h'(x)g'(h(x)) ghx))

Produktregel
Quotientenregel
Kettenregel

Regel

Ableite®
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Integrale fur Fortgeschrittene
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Integration durch Substitution
: : 2 5 — 5 du _ 5 _ L 6
Substitution: J'EE(X +1)>dx —J 2x (u) S —I u’ du = g U
g(x) f(g(x)
: _ w2 du . _ du
Nebenrechnung: u=gx)=x"+1 Ty 2X &= dx = .

Rucksubstitution: % u® = 1 (x*+1)°

Wirtschaftsmathematik - Zentrum fur Angewandte Okonomik (ZAO)



DHBW

Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

Ravensburg

Einheit VI

In der "Linearen Algebra" behandeln wir Skalare, Vektoren, Ma- Lineare Algebra
trizen sowie die Mdglichkeiten diese miteinander zu verrech-

nen.
- Skalare vs. Vektoren

AulBBerdem lernen wir, wie wir lineare Gleichungssysteme durch - Kreuz- und Skalarprodukt

Matrixinversion losen konnen! - Matritzen

- Matrixmultiplikation

- Matrixinversion VII
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Skalare vs. Vektoren

Skalare

In der linearen Algebra bezeichnen wir Zahlen aus dem Natirliche Zahlen

Korper der reellen Zahlen R als Skalare.
Naturliche Zahlen
Umgangssprachlich konnten wir den Skalar also als ein-
zelne reelle Zahl definieren. Cerrme Zalb e

3,8,-2,5.5 mund e sind alles Skalare! ,
Rationale Zahlen

Reelle Zahlen

*Genauer: Ganzzahliger Bruch a/b mita,b € Z
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N ={1,23,4,5,..}
N,={0,1,2,3,4,.)

Z =1{..,-1,0,1,..}
Als Bruch darstellbar

~Kommazahl”




Skalare vs. Vektoren
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Vektoren

Vektoren bestehen aus einer fest vorgegebenen Anzahl
von Skalaren. Abhangig von dieser Anzahl geh6ren unse-
re Vektoren zu den Vektorraumen R*, R°, R* usw.

Naturliche Zahlen N ={1,23,4,5,..}

Naturliche Zahlen N, ={0,1,23,4,.}

Wir konnen Vektoren als Zeilen- oder als Spaltenvektor

Ganze Zahlen Z ={..,-1,0,1,..}
schreiben. Der Standard in der linearen Algebra ist der
Spaltenvektor. )
b M Rationale Zahlen Als Bruch darstellbar
15 Reelle Zahlen Kommazahl”
v=|20| v=(15,20,10) "
1 O *Genauer: Ganzzahliger Bruch a/b mita,b € Z
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Skalare vs. Vektoren

Vektoren

Uber das Formelzeichen erhalten wir den ganzen Vektor.
Oft wird dabei ein kleiner Pfeil Gber das Vektorzeichen
geschrieben, um zu verdeutlichen, dass wir es mit einem

Vektor zu tun haben.

Die einzelnen Skalare im Vektor erhalten wir, indem wir
uber ein Subskript ein Element des Vektors angeben.

Beispiel: v. + v, = 35

I Duale Hochschule

Baden-Wurttemberg
Ravensburg

‘ 10 v,=10
Ganzer Vektor
(15,20,109—— ;=10
|—) V2=20
; v.=15

Ganzer Vektor

Y
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Vektoren

Vektoren aus R? oder R?3 konnen als Punkte oder Pfeile auf
einer Flache bzw. in einem Raum verstanden werden.

Diese Interpretation begegnet uns allerdings eher bei den
Ingenieuren und Physikern!

/ 15 %—) 15 nach rechts

V= ?2() +—— 20 nach oben

\ 10 j—) 10 nach vorne
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Vektoren

15 15mg Vitamin A

Banane = | 20 20mg Vitamin B
10 10mg Vitamin C

Vektoren konnen aber auch dazu genutzt werden, um
mehrere Merkmale verschiedener Merkmalstrager in ei-
nem mathematischen Objekt zusammenzufassen.

Beispiel: Gehalt verschiedener Vitamine in jeweils 100g 4.0 40mg Vitamin A
einer Obstsorte. Birne = | 20 20mg Vitamin B
5 5mg Vitamin C

i 5 5mg Vitamin A

Apfel=1] 5 5mg Vitamin B
50 50mg Vitamin C
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Skalare vs. Vektoren

DHBW

Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

Ravensburg

Rechnen mit Vektoren

15 15mg Vitamin A

Banane = | 20 20mg Vitamin B
10 10mg Vitamin C

Wir konnen zwei Vektoren miteinander addieren und sub-

trahieren, indem wir die Rechenoperation elementweise
ausfuhren.

Birne = | 20 20mg Vitamin B

(40\ (5 )\ [45) 5 5mg Vitamin C

20 |+ 25
\ 5/ \50/  \55

Ul
1

5 5mg Vitamin A
Apfel=1] 5 5mg Vitamin B
50 50mg Vitamin C

Beispiel: Vitamingehalt von einer Birne und einem Apfel ? 4.0 40mg Vitamin A
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Skalare vs. Vektoren

Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

Ravensburg

Rechnen mit Vektoren

15 15mg Vitamin A

Banane = | 20 20mg Vitamin B
10 10mg Vitamin C

Die Addition oder Subtraktion eines Vektors mit einem
Skalar ist in der linearen Algebra nicht definiert.

Es gibt zwar Mathematiksoftware (z. B.R) die in diesem Fall

die Addition oder Subtraktion auf alle Elemente des Vek- § 4.0 40mg Vitamin A

tors anwendet. Mathematisch korrekt ist das aber nicht. Birne = | 20 20mg Vitamin B
5 5mg Vitamin C

5 5mg Vitamin A
Apfel=1] 5 5mg Vitamin B
50 50mg Vitamin C

20 |+ 25 =

Wirtschaftsmathematik - Zentrum fiir Angewandte Okonomik (ZAO)
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Skalare vs. Vektoren

DHBW

Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

Ravensburg

Rechnen mit Vektoren

15 15mg Vitamin A

Banane = | 20 20mg Vitamin B
10 10mg Vitamin C

Die Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar ist da-
gegen sehr wohl definiert.

Hier ist es korrekt, die Multiplikation auf jedes Element des
Vektors anzuwenden. 40 40mg Vitamin A
Birne = | 20 20mg Vitamin B
Beispiel: Vitamingehalt von 3 Bananen 5 5mg Vitamin C
i 5 5mg Vitamin A

Apfel=1] 5 5mg Vitamin B
50 50mg Vitamin C

15 45
3-1 20 |={ 60
10 30
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Kreuz- und Skalarprodukt

I Duale Hochschule

Baden-Wurttemberg
Ravensburg

Rechnen mit Vektoren

Bei der Multiplikation von zwei Vektoren unterscheiden wir zwischen
dem "Skalarprodukt" und dem "Kreuzprodukt".

Das Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren ist definiert als ...

[ a, b,
a, |- | b,]=ab +ab +ab,
\ a3 b3
Aus dem Skalarprodukt ldsst sich der Offnungswinkel zwischen zwei 3\ [0
Vektoren berechnen. Bei 90° ist das Skalarprodukt genau O. 0l-13]|=30+03400=0
\ 0/ \ 0
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Kreuz- und Skalarprodukt

DHBW

Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

Ravensburg

Rechnen mit Vektoren

Bei der Multiplikation von zwei Vektoren unterscheiden wir zwischen
dem "Skalarprodukt" und dem "Kreuzprodukt".

Das Kreuzprodukt zwischen zwei Vektoren ist definiert als ...

fa\ (b)) [abs-ab)
a, | x| b, [=1]ab,-ab,
\ ag / \ b3 / \ ale . a2b1/

Geometrisch betrachtet liefert uns das Kreuzprodukt von a und b ei- [ 3 0 0
nen Vektor, der senkrecht auf diesen beiden steht! _ _
O |xX| 3 |=|0-0|=|20
0 0 9
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Kreuz- und Skalarprodukt

I Duale Hochschule

Baden-Wurttemberg
Ravensburg

Rechnen mit Vektoren

Eine Norm fur einen Vektorraum ist eine Abbildung, die jedem Vek-
tor aus diesem Vektorraum eine reelle Zahl zuordnet.

| x|[:R*> R

Flr unsere Zwecke verwenden wir die euklidische Norm. Ist x ein
Vektor aus R", dann ist die euklidische Norm die "geometrische

Lange" des Vektors:

\x\=j X2+X2+..+X2

Wirtschaftsmathematik - Zentrum fiir Angewandte Okonomik (ZAO)




Kreuz- und Skalarprodukt

I Duale Hochschule

Baden-Wurttemberg
Ravensburg

Berechne die folgenden Ausdrticke:

15\ [ 5\ [ 20\ 5\ (2

20 |+| 10 |=| 30 1 |e| 2 |2 40 +_ 2+ 40 = SA
\10/ \15/) \ 35, - \10/ \ 4,

(1) (3) (5 (3 'ga) sV [2) [4-30\ [-#
5 2 |+| 2 =\40+\j=\’}16 1 x| 2 |=[30-0)=| O

3 1 19 | : A0 -

(1 [ 44y () [\ [4 ! "
LR BEHE) | (2)()- a-ss0m e
3) Lad \6) \4/ o/ |
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DHBW

Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

Ravensburg

Matrizen

Matrizen sind eine Erweiterung des Vektors. Statt nur Zeilen oder
Spalten zu haben, besitzt die Matrix beides. 1 3

0
Die Anzahl an Zeilen muss nicht zwingend der Anzahl an Spal- d = 2 / S
ten entsprechen. 3 2 0

Eine Matrix mit m Zeilen und n Spalten wird als m x n Matrix be-
zeichnet und enthalt m - n Elemente.

Beispiel 3x3 Matrix

mit 9 Elementen
9 E RBXB
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DHBW

Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

Ravensburg
Matrizen
Das Formelzeichen fur ein Element aus einer Matrix ist das For-
melzeichen der Matrix plus ein Subskript, in dem zuerst die Zei- 1 8 0
lennummer und dann die Spaltennummer genannt wird: _
P I a=| 2 7 5
a,,=8 a,,=7 a,,=2 3 2 0

Beispiel 3x3 Matrix
mit 9 Elementen
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DHBW

Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

Ravensburg
Matrizen
Matrizen gleicher Gro3e kdnnen elementweise addiert werden. 1 3 0
q =

1+1 8+0 0+0 2 8 0 2 / .
a+b=|240 75 540 |=| 2 2 5 3 2 0

3+0 240 0+1 3 2 1
Matrizen konnen mit Skalaren multipliziert werden. Die Multi- 1 0 0
plikation wird auf alle Elemente angewendet. h = 0 -5 0
2-1 28 2-0 2 16 0 () () 1

Za=| 22 27 25 =1 4 14 10

2:3 22 2-0 6 4 0
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DHBW

Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

Ravensburg

Matrizen

Matrizen konnen gedreht werden. Bei der sogenannten Trans- 1 8 0
ponierung werden Zeilen zu Spalten und umgekehrt.

Q)
|
N
~
U1

Tipp: Die Elemente auf der Diagonalen bleiben identisch. 3 2 0
1 2 3 1 0 0 I 0 0
a'=|8 7 2 b'=( 0 -5 0 b= 0 -5 0

0 5 0 0 0 1

-
-
—
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DHBW

Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

Ravensburg

N [

Matrizen

N |

Matrizen kdnnen mit Matrizen multipliziert werden. Das Produkt
ist eine Matrix, deren Grol3e von den beiden Faktoren abhangt.
Die Elemente des Produkts m,, ergeben sich aus den Skalarpro-
dukten der i-ten Zeile mit der k-ten Spalte.

(i) (B2

(1-5+2-2 1-0+2-2)=( 9 4)

85 +42 30+42

H Hgl B EE
H HjE Hj HE
H gl Hp BN
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Matrizen

Matrizen konnen mit Vektoren multipliziert werden. Das Produkt
ist ein Vektor, dessen Grol3e von den beiden Faktoren abhangt.
Die Elemente des Produkts m,, ergeben sich aus den Skalarpro-
dukten der i-ten Zeile mit der k-ten Spalte.

N

|

1 2

1-5+ 2-2

35+ 42

) »=(B)

|

HE |
£

_ gl EpEE

Hpl B
Hgl B
| (S| S

|
&

%)
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Matrizen

I Duale Hochschule

Baden-Wurttemberg
Ravensburg

Berechne die folgenden Ausdrticke:

\ A0 10 A0
— | A0 N0 A0
AG A0 A0

(00 0) (55 5\ (1S S
# 0o 00|+l 5 0 5|]=19 20O &
5 5

\gx;‘o) = 4+20 =3¢|

(li i|)'(foE)=@3 /g’)

no lun oo
ol LB

S

12 15 A2 AS

[0 1) (12 15) = (B 45 e

(\) T, a?v\(ne}l-smo\‘-v'\ X !
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Lineare Gleichungssysteme Il

I Duale Hochschule

Baden-Wurttemberg
Ravensburg

Gauss-Jordan Algorithmus

15 15mg Vitamin A

Banane = | 20 20mg Vitamin B
10 10mg Vitamin C

Angenommen wir suchen eine Kombination aus Obst die
uns mit 115mg Vitamin A, 80mg Vitamin B und 220mg Vita-
min C versorgt.

Birne = | 20 20mg Vitamin B

5 5mg Vitamin C
15 Banane + 40 Birne + 5 Apfel =115

20 Banane + 20 Birne + 5 Apfel = 80
10 Banane + 5 Birne + 50 Apfel =220

5 5mg Vitamin A
Apfel=1] 5 5mg Vitamin B
50 50mg Vitamin C

Die Aufgabe entspricht einem linearen Gleichungssystem: 8 40 40mg Vitamin A
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Lineare Gleichungssysteme Il

I Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg
Ravensburg

Gauss-Jordan Algorithmus

15

15mg Vitamin A
Banane = 20

Dasselbe Gleichungssystem in Matrixschreibweise: 20mg Vitamin B

10mg Vitamin C

15 40 5 m 115

1

20 20 5 rn2 - 80 40mg Vitamin A
10 5 50 m 220 Birne = 20mg Vitamin B
’ 5mg Vitamin C

15 40 5 115
20 20 5 80
10 5 50 | 220

5mg Vitamin A
5mg Vitamin B
50mg Vitamin C
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Lineare Gleichungssysteme Il

DHBW

Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

Ravensburg
Gauss-Jordan Algorithmus
START
Beim Gauss-Jordan Algorithmus wenden wir Aquivalenzum- 15 4.() 5 115
formungen auf die Zeilen an. 20) 20) 5 30
Das Ziel ist, dass auf der linken Seite die Einheitsmatrix steht. 10 5 50 220
Haben wir dies geschafft, kbnnen wir das Ergebnis auf der
rechten Seite ablesen.
ZIEL

1 0 0 1

0 | 0 2

0 0 1 4
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Lineare Gleichungssysteme Il

I Duale Hochschule

Baden-Wurttemberg

Ravensburg

Gauss-Jordan Algorithmus
Um dieses Ziel systematisch und ohne Umwege zu erreichen, 115
gehen wir wie folgt vor: 30
- Eliminieren der grinen Eintrage 10 5 50 220
- Eliminieren der roten Eintrage
- Eliminieren der gelben Eintrage Z1EL
- Eliminieren der blauen Eintrage

1 0 0 1
Der Vorteil dieser Reihenfolge wird klar, wenn wir das Bei- 0 1 0 ’
spiel durchrechnen!

0 0 1 4
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Lineare Gleichungssysteme Il

DHBW

Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

Ravensburg
Matrixinversion
START
Bei der Matrixinversion suchen wir eine Matrix M fUr 15 40 5 1 0 0
e il M 20 20 5| 0 1 0
_ 10 5 50 0 0 1
Die Einheitsmatrix | ist eine Matrix deren Diagonal-
elemente 1 und deren andere Elemente 0 sind. ZIEL
1 0 0 e
Die Losung unseres Gleichungssystems ist das Pro- 0 1 0 LR
dukt aus M und Zielvektor. 0 0 1 4 13 20
955 955 955
|

aM=b < a=M"1b
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Lineare Gleichungssysteme Il

DHBW

Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

Ravensburg
Matrixinversion
START
Der Vorteil ist, dass die invertierte Matrix fur alle Zielvekto- 15 40 5 1 0 0
ren eingesetzt werden kann. 20 20 5 0 1 0

10 5 50 0 0 1

Der Nachteil ist der hohere Rechenaufwand, den man i. d.
R. nicht mehr von Hand auf sich nimmt.

/IEL
39 79 4
1 0 0 | -5 <5 o5
38 28 1
0 1 0 S55 "oss " o%S
4 13 20
0 0 1 955 "ose s

Invertierte Matrix
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