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UBUNGEN

Aufgabe 1 Zahlenbereiche und ihre Elemente

Welche der folgenden Aussagen sind richtig?

a)  525¢N,

b) -3 €EQ

) -15 ¢Z

d) 333¢R

Aufgabe 2 Zahlenbereiche und ihre Elemente Il

Welche unserer finf Zahlenbereiche konnen wir in X einsetzen, sodass alle Bedingungen erfiillt sind?
a) 0¢X

b) 0eX

c) 2eX A TmEgX

d) 275eX A mgX

Aufgabe 3 Teilmengen

Welche der folgenden Aussagen sind richtig?
a) {1,2,3} 2 {1,2,3}

b) {2,4,6} o {4,6} o {4,6}

) {1,7,5} # {7,5,1}

d) {1} c {-1,0,1} 2 {0}

Aufgabe 4 Teilmengen I

Erganze die {..} Mengen, sodass die vorgegebenen Teilmengenoperatoren passen:
a) {10, 15,20} o {..}

b)  {4,17,21} c{.}

) {3,8,2}0{.}2{3}

d) {1,5}c{..} {2, 6}
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Aufgabe 5 Bedingungen

Verwende Bedingungen und boolesche Operatoren, um die folgenden Mengen zu definieren:

a) Eine Menge die alle natiirlichen Zahlen ab einschlief3lich 5 enthalt.

b) Eine Menge die alle reellen Zahlen aul3er die 2 enthalt.

C) Eine Menge die alle ganzen Zahlen aul3er die 1 und die -1 enthalt.

d) Eine Menge die alle natiirlichen Zahlen enthalt, die nicht genau 2 Ziffern haben.

e) Eine Menge die alle reellen Zahlen enthalt, die mindestens eine Nachkommastelle haben.

f) Eine Menge die alle rationalen Zahlen enthalt, die zwischen -10 und 5 liegen, aber nicht 0 sind.

g) Eine Menge die alle natiirlichen Zahlen enthalt, die durch 2, aber nicht durch 4 teilbar sind.

h) Eine Menge die alle natiirlichen Zahlen enthalt, die entweder durch 2 oder durch 3 teilbar
sind, aber nicht durch 2 und 3.

Aufgabe 6 Kombinationen von Mengen

Berechne die folgenden Kombinationen von Mengen:
a)  {1,234,5}U{23,57}=

b) {1,2,3,45} n{2,3,5,7} =

o  {12345}\{23,57} =

d)  {1,234,5}A{23,57} =

e) {2,4,6}\ ({1,2,3,4,5} n {1,3,5})

B {345 n ({12} U {45}

Aufgabe 7 Kombinationen von Mengen Il

Erganze die {..} Mengen, sodass folgende Aussagen korrekt sind:
a) {2,20,40} U {..} = {2, 4, 20, 40}

b) {1,3,5}u ({0,246} N{.})=1{12345}

) {1,2,3,4,5}\ {..} ={0,1,2,3,4,5,6} N {3,5}

d) ({10,100,1000} A {..} ) ={10,100,1000}

e)  {12,17}U({1,2,3,45}\ {.}) €{1,4,12,17}
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Aufgabe 8 Intervalle

Schreibe folgende Mengen in Intervalle um:
a) [1={xeR|x=>0}

b) R={x€eR|x>0Ax<1}

) B={x€eR|x=>-1Ax<100}

d) [4={xeR|x>-5Vx<2}

Aufgabe 9 Intervalle ll

Welche der folgenden Aussagen sind richtig?
a)  [12,12] 2 (-12,12)

b) (-15,15] o [-15,15)

o  (48)c(x»38)

d)  [-4 0)2(-,8]\[4 )

Aufgabe 10 Potenzrechnen

Vereinfache die folgenden Potenzen so weit wie moglich:

a)  x-(¢/%)

by DT

0 XX yY

d)  x-x X

e) (3x)%- (9x%)?%- (1/3x)°

D Gk T

g (o) (x°5-x%) fxyz -y
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Aufgabe 11

Wende die binomischen Formeln auf folgende Ausdriicke an:

a)
b)
©)
d)
e)

(16ab - c)?

(5x+2)(-5x+2)

(2x-6)*/ (6-2x)

100x* + 25y? - (10x-5y)% - 100xy
(3-x)(34+2x) - 3x + x*

Aufgabe 12 Bruchrechnen

Vereinfache die folgenden Briiche so weit wie moglich:

a)

b)

I M:

Ausklammern & Binomische Formeln

78 + 28
162 54
3 + 2x? + 2 -4x
X 2
7 +x 42x + 6x?
—_— 3X - —_
5 10
_ 2
4x -7 3y 4+ 10x*+8x+ 2
17 34

5x 4+ 2 + 25x%*+ 20x + 4

[5x+2. (5x + 2)'5

64x*y*  (2x+2y)(4x-4y)

(8xy)* x*-y?
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Aufgabe 13 Prozentrechnen

Berechne die folgenden Anderungen in Prozent und falls sinnvoll auch in Prozentpunkten.

Das nominale BIP Deutschlands im Jahr 2022 betragt 3.858 Mrd €. Im Jahr davor waren es 3602 Mrd. €.
Die Arbeitslosigkeit in Deutschland ist im Jahr 2022 von 5.7% auf 5.3% gefallen.
Der Kraftstoff Super E10 enthalt 10% statt 5% Bioethanol.

Aufgabe 14 Logarithmus

Vereinfache die folgenden Ausdriicke so weit wie moglich:

a) log, (2.5) + 2 log,,(2)

b) In(xy) + In(e) - 0.5 In(y?)

) 2In(3) + log, .(5) - (In(3)-In(2))

d) e 2 In(x)-In(0.5)

Aufgabe 15 Gleichungen umformen

Lose folgende Gleichungen nach x auf:

a) 25x-16 =59

b) 225+ x1'=100

) X(x-5) +x=x

d) log, (x+1) -75=-73

e) e(x+1) — e(Zx—Z)

Aufgabe 16 Quadratische Gleichungen

Finde alle Losungen der folgenden Gleichungen:

a) 2x-x-1=0
b) 5x*-8 =16x + 0.5x

C) 8x? = -2x3

ayje
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Aufgabe 17 Definitions- und Wertebereiche

Gib die Definitions- und Wertebereiche der folgenden Funktionen an:

a)  f(x)= x?

b) f(x) = x*-x2+x
0 f(x)= x*-8x+16
A fx)= 2+ /X

e) f(x)=e¥

X

D =7

Aufgabe 18 Funktionswerte & Schnittpunkte

Gib die Werte folgender Funktionen an den Stellen x=0 und x=1 an. Berechne auerdem die Schnitt-
punkte von f(x) und g(x), falls es welche gibt.

a)  fx)=x g(x) = x

b) f(x) = x3-2x? gx) = xX*+x
) f(x) = 2x*+ 16 g(x) = 2x*-16
d) f(x) =/x+2 g(x) = x

0 f) =——a  g®=K
Aufgabe 19 Grenzwerte

Berechne die Grenzwerte fur x — +oo sowie fir alle Polstellen.
a) f(x) = x*+x

b) f(x) = x*-100x?

) f(x) = x*+/x

0 -
&) f(x) = X4;g 1
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Aufgabe 20

Stetigkeit & Differenzierbarkeit

Untersuche die folgenden Funktionen auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit.

a) f(x) = 2x+x°

b) g = x-|x]|

o  hx =/x-In(x)

d) k(x) =(x-1)"*
Aufgabe 21 Ableitungen

Bilde die ersten Ableitungen der folgenden Funktionen nach x.

a)
b)
©)
d)
e)
f)
g)
h)

),

k)

ayje

f(x)
f(x)
f(x)
f(x)
f(x)
f(x)
f(x)
f(x)
f(x)
f(x)
f(x)

8x%+ 4x

25x% + [4x

Xt + xt?+ 63

4x - In(x)
2x% - ¥
3x - In(x)

5

In(x)
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Aufgabe 22 Extremstellen

Untersuche die folgenden Funktionen auf Extremstellen. Unterscheide dabei in lokal und global!

a)  f(x) =x?-8x
b)  f(x) =x*-9x
0 f(x) =x*-x?
) f(x) =e-x

e) f(x) =x-In(x)

Aufgabe 23 Monotonie & Konvexitat

Untersuche die folgenden Funktionen auf Monotonie und Konvexitat:
a) fx) =x3

b) f(x) =x*-x

o fx) =x+[x

d) fx) = ij—

Aufgabe 24 Partielle Ableitung

Berechne alle partiellen Ableitungen der folgenden Funktionen:

a) f(xy) = 2x3 +y?+xy

+ 2
b)  f(xyz) = —
) f(xyz) = 2x3-y* [
x-In(y)
d =
) ey =~

e)  f(xyz) = 2x-In(xy’z)
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Aufgabe 25 Extrema von mehrdimensionalen Funktionen

Berechne alle Punkte wo folgende Funktionen die notwendige Bedingung fiir ein Extremum erfiillen.

a) f(xy)=5x*-x+y*-5y

b) f(xy) =xy+ 2x- 4y

2

y2+1

o fxy)=

Aufgabe 26 Lagrange Verfahren

Lose die folgenden Optimierungsprobleme mit dem Lagrange Verfahren.

a) maxf(xy)=xy
s.t.x+y <10

b) maxf(xy) =xy+x+y
st.x+2y <5

Aufgabe 27 Integralrechnung

Berechne die folgenden bestimmten Integrale:

3
a) I6x2 dx =
0

1
b) I4x+x2 dx =
-1

1

0 [1+05xdx=

-1

d) Il ! dx =
0

Jx
2
1 1
e [t dx=
1

I M:
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Aufgabe 28 Zins- und Zinseszinsrechnung

a) Sie zeichnen eine Anleihe iiber 5000€ zum Nennwert. Die Anleihe zahlt einen jahrlichen Coupon von
3.5% und hat eine Laufzeit von 20 Jahren. Berechnen Sie das Endkapital.

b) Wie hoch miisste der Couponzins der 20 jahrigen Anleihe sein, damit sie ein Endkapital von 10000€ er-
halten?

c) Wie viel miissen Sie in eine Festgeldanlage mit 4 Jahren Laufzeit und 4% Zinsen investieren, damit Sie ein
Endkapital von 10000€ erreichen?

d) Wie hoch muss der Zins einer 10 jahrigen Festgeldanlage sein, damit sie dasselbe Endkapital erreichen
wie bei einer endfilligen Anleihe mit 5% Couponzins. Nehme dabei an, dass du die Anleihe zum Nennwert
zeichnest.

Aufgabe 29 Unterjahrige Verzinsung

a) Eine Festgeldanlage wird quartalsweise mit 0.75% Zinsen verzinst. Wie hoch ist das Endkapital bei einem
Anlagebetrag von 10000€ und einer Anlagedauer von 5 Jahren? Wie hoch miisste eine jéhrliche Verzinsung
sein, damit dasselbe Endkapital erreicht wird?

b) Welche monatlich berechnete Verzinsung entspricht einer jahrlichen von 4.8%, wenn wir von einer ein-
fachen Verzinsung ausgehen?

c) Welche monatlich berechnete Verzinsung entspricht einer jahrlichen von 4.8%, wenn wir von einer Ver-
zinsung mit Zinseszins ausgehen?

d) Eine Festgeldanlage wird kontinuierlich verzinst. Berechne das Endkapital nach 27 Monaten bei einem
Anlagebetrag von 10000€ und einer Verzinsung von 4% pro Jahr.

Aufgabe 30 Renditerechnung

Ein Bankberater bietet ihnen eine 5 jahrige Festgeldanlage mit variablem Zins an. Im ersten Jahr betragt der
Zins zwar nur 1%, dafiir steigt er in jedem Folgejahr um 1%, sodass sie im zweiten Jahr 2%, im dritten Jahr
3% usw. bekommen. Er argumentiert, dass sie damit ja im Schnitt 3% Rendite machen. Zeigen Sie ihm, dass
die tatsdchliche Rendite etwas niedriger ist.
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Aufgabe 31 Barwertrechnung & ewige Renten

a) Berechne den Barwert einer Zahlung von 10000€ in 10 Jahren bei einem Zins von 2%.

b) Berechne den Barwert einer Anleihe mit 10000€ Nennwert, 3 Jahren Laufzeit und 5% Coupon bei einem
Zinssatz von 2%

c) Berechne den Barwert einer ewigen Rente von 1200€ pro Jahr bei einem Zins von 3%. Wie hoch miisste
der Zins sein, damit die ewige Rente einen Barwert von 240000€ hat?

Aufgabe 32 Annuitaten

a) Sie zahlen zu Beginn jedes Jahres 1200€ in einen Sparplan mit jahrlicher Verzinsung von 2% ein. Berech-
nen Sie das Endkapital nach 30 Jahren.

b) Wie hoch miisste die jahrliche Einzahlung sein, damit sie ein Endkapital von 100000€ erreichen?

Aufgabe 33 Termingeschéfte und Optionen

. . . . Forward-Kurve fir Weizen
a) Sie kaufen 10 Tonnen Weizen zum 01.01.2025. Wie viel A (€ proTonne)

miissen Sie dafiir bezahlen? Hat sich das Geschift gelohnt, 3504 --------...__
wenn der Spot-Preis von Weizen am 01.01.2025 so hoch ist
wie der heutige? 300

b) Wie hoch miisste der Strike einer Put-Option auf Weizen 28°

sein, damit er bei einer Ausiibung bei einem Spotpreis von

260
230€ pro Tonne 15€ auszahlt?

240
c) Sie kaufen eine Call-Option auf Mais mit einem Strike von

20€ pro Hektoliter. Wie viel darf die Option kosten, damit sie 220
bei einer Ausiibung bei einem Spotpreis von 25€ pro Hekto-

. . ? >
liter keinen Verlust machen? Spot 3094 3035 050

d) Sie kaufen eine Aktie der FSAB AG fiir 50€ und verkaufen gleichzeitig eine Call-Option fiir diese Aktie
mit einem Strike von 60€ zu einem Preis von 10€. Stellen Sie Gewinn und Verlust in Abhdngigkeit vom Preis
der Aktie bei Ausiibung der Call-Option dar. Finden Sie im Internet einen Namen fiir dieses Konstrukt?

e) Sie kaufen eine Aktie der FSAB AG fiir 50€ und gleichzeitig eine Put-Option fiir diese Aktie mit einem
Strike von 40€ zu einem Preis von 5€. Stellen Sie Gewinn und Verlust in Abhdngigkeit vom Preis der Aktie
bei Ausiibung der Put-Option dar. Finden Sie im Internet einen Namen fiir dieses Konstrukt?
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Aufgabe 34 Devisen und Realzinsen

a) Wie viel Euro miissen sie besitzen, um in der USA, dem UK und der Schweiz als Milliondr zu gelten? Ver-
wenden Sie geeignete Quellen, um die aktuellen Wechselkurse zu recherchieren.

b) Verwende die Eurokurse USD/MXN = 18.0 und USD/NOK = 10.4 um zu berechnen, wie viele mexika-
nische Pesos sie fiir eine norwegische Krone erhalten. Geben Sie dazu auch das Wahrungspaar explizit an!

c) In der Eurozone erhalten Sie 2% aufs Tagesgeld bei einer Inflation von 8.5%. In Polen betragt die Inflation
16%, dafiir erhalten sie auf Guthaben in Zloty, aber auch 6% auf Tagesgeld. Vergleiche die Realzinsen!

Aufgabe 35 Tilgungsrechnung

a) Sie nehmen ein 10 jéhriges Darlehn iiber 50000€ mit einem jéhrlichen Zinssatz von 2% auf. Berechnen
Sie die Zinslast bei endfilliger Tilgung.

b) Wie hoch diirfte der jéhrliche Zinssatz sein, damit die Zinskosten 2500€ nicht {ibersteigen?

c) Berechnen Sie die Zinslast und die Hohe der Tilgungsrate des in Aufgabenteil a) beschriebenen Darlehns,
wenn dieses mit jahrlichen Raten getilgt werden wiirde.

d) Berechnen Sie die Zinslast und die Hohe der Tilgungsrate des in Aufgabenteil a) beschriebenen Dar-
lehns, wenn dieses mit jahrlichen Annuitdten getilgt werden wiirde. Berechnen Sie dabei zuerst die Hohe
der Annuitat.
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Aufgabe 1 Zahlenbereiche und ihre Elemente

Welche der folgenden Aussagen sind richtig?
a) 525¢ N,

Ist richtig, da die nattirlichen Zahlen, auch die Variante mit 0, keine Kommazahlen enthalten.

b) -3€Q

Ist richtig, da die rationalen Zahlen alle als ganzzahlige Briiche darstellbaren Zahlen enthal-
ten. Insbesondere enthalten sie auch alle ganzen Zahlen, d. h. Z c Q.

0 -15¢Z

[st falsch, da die ganzen Zahlen auch alle negativen Zahlen ohne Kommastellen enthalten.

d)  333¢R

Ist falsch, da die rationalen Zahlen samtliche Kommazahlen enthalten.

Aufgabe 2 Zahlenbereiche und ihre Elemente Il

Welche unserer funf Zahlenbereiche konnen wir in X einsetzen, sodass alle Bedingungen erfillt sind?

a) 0 ¢ X trifft nur auf die natiirlichen Zahlen N zu.

b) 0 € X trifft auf alle Zahlenbereiche aufier die natirlichen Zahlen zu: N, Z, Q,R.

c) 2 €X A m ¢ X trifft auf alle Zahlenbereiche auf3er die reellen Zahlen zu: N, N, Z, Q.
d) 2.75 € X A m & X trifft nur auf die rationalen Zahlen Q zu.

Aufgabe 3 Teilmengen

Welche der folgenden Aussagen sind richtig?
a)  {1,23}2{1,2,3}

[st richtig. Die rechte Menge ist eine Teilmenge der linken Menge, da die linke Menge alle
Elemente enthalt, die in der rechten Menge enthalten sind. Sie enthalt zwar kein zusatzliches
Element, aber das ware nur bei einer echten Teilmenge ein Problem.

b) {2,4,6} o {4,6} o {4,6}

Das rechte Relationszeichen ist falsch. Die Menge ganz rechts ist keine echte Teilmenge der
mittleren Menge. Zwar enthalt die Menge in der Mitte alle Elemente der rechten Menge, aber
kein einziges Element mehr.

ayje
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) {1,7,5} # {7,5,1}

[st falsch. Zwar sind die Elemente rechts anders angeordnet als links, aber fiir die Relation ist es nur
relevant, ob die Mengen dieselben Elemente enthalten. Da sie dies tun, ware ,,=" richtig.

d)  {1}c{1,01)}2{0)

[strichtig. Die Mengen links und rechts sind beides echte Teilmengen der mittleren Menge. Wir kénn-
ten die blau markierte Relation durch ,0“ ersetzen, aber falsch ist ,2“ deswegen nicht. Eine echte
Teilmenge ist immer auch eine Teilmenge!

Aufgabe 4 Teilmengenl i

Ergdnze die {..} Mengen, sodass die vorgegebenen Teilmengenoperatoren passen.

a) {10, 15,20} o {..} passtz. B. fir {..} = {15, 20}

b) {4,17,21} c {..} passtz. B. fur {..} = {4, 17, 21, 22}
) {3,8,2}0{.}2{3} passt z. B. fiir {...} = {3} oder {3, 8}
d) {1,5}c{..} {2, 6} passtz. B.fiur{..} ={1, 2,5, 6}
Aufgabe 5 Bedingungen

Verwende Bedingungen und boolesche Operatoren, um die folgenden Mengen zu definieren:

a) Eine Menge die alle natiirlichen Zahlen ab einschlie3lich 5 enthalt.
M={n €N |n=>5}

b) Eine Menge die alle reellen Zahlen aul3er die 2 enthalt.
M={x e R |x# 2}

C) Eine Menge die alle ganzen Zahlen aul3er die 1 und die -1 enthalt.

M={x€Z|x+1Ax#*-1}

d) Eine Menge die alle natiirlichen Zahlen enthalt, die nicht genau 2 Ziffern haben.
M={n € N | n<10Vv n > 100}

e) Eine Menge die alle reellen Zahlen enthilt, die mindestens eine Nachkommastelle haben.
M={xeR|x &Z}

ayie
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f) Eine Menge die alle rationalen Zahlen enthalt, die zwischen -10 und 5 liegen, aber nicht 0 sind.
M={xeQ|x>-10Ax<5Ax# 0}

g) Eine Menge die alle natiirlichen Zahlen enthilt, die durch 2, aber nicht durch 4 teilbar sind.
M={n €N |nmod 2 =0Anmod 4 # 0}

h) Eine Menge die alle natiirlichen Zahlen enthalt, die entweder durch 2 oder durch 3 teilbar
sind, aber nicht durch 2 und 3.
M={neN|nmod2=0Y¥nmod3 =0}

Aufgabe 6 Kombinationen von Mengen

Berechne die folgenden Kombinationen von Mengen:

a)
b)
©)
d)

e)

{1,2,3,4,5} v {2,3,5,7} = {1,2,3,4,5,7}
{1,2,3,4,5} N {2,3,5,7} = {2,3,5}
{1,2,3,4,5}\ {2,3,5,7} = {1,4}
{1,2,3,45} A {2,3,5,7} = {1,4,7}

{2,461\ ({1,2,3,4,5} N {1,3,5})
={2,4,6)\ {1,3,5)
={2,4,6)

(34,5} N ({1,2} U {4,5})
= (3,45} N {1,2,4,5}
= {4,5}
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Aufgabe 7 Kombinationen von Mengen I

Ergdnze die {..} Mengen, sodass folgende Aussagen korrekt sind:
a) {2,20,40} U {..} ={2, 4, 20, 40} passt z. B. fir {..} = {4}

b) {1,3,5}u ({0,2,4,6} N {..}) ={1,2,3,4,5} passt z. B. fiir {...} = {2,4}, denn:
{1,3,5} U ({0,2,4,6} N {2,4}) ={1,2,3,4,5}
{1,3,5} U {2,4} ={1,2,3,4,5}

o {1,2345}\{.}={0,1234,5,6}N (3,5} passt z. B. fiir {..} = {1,2,4}, denn
{1,2,3,4,5}\ {1,2,4} = {0,1,2,3,4,5,6} N {3,5}
(£,23,4,5} = {3,5}

d) ({10,100,1000}A{..}) = {10,100,1000} passt z. B. fiir {...} = {100}, denn
({10,100,1000} A {100} ) < {10,100,1000}
{100} < {10,100,1000}

e) {12,173 v ({1,2,3,4,5}\ {...} ) € {1,4,12,17} passtz. B. fur {..} = {2,3,5}, denn

{12,173 U ({1,2,3,4,5}\ {2,3,5} ) € {1,4,12,17}
(12,17} U {1,4} € {1,4,12,17}

Aufgabe 8 Intervalle

Schreibe folgende Mengen in Intervalle um:

a) [1={x€eR|x=0}=][0,0)

b) R={xeR|x>0Ax<1}=(0,1)

c) B={xeR|x>-1Ax<100}=[-1,100]
d) [4={xeR|x>-5Vx<2}=(-00,00)

Warum ist 4 nicht (-5,2)? In der Definition der Menge ist eine ,Falle” eingebaut! Die beiden Bedin-
gungen werden mit ODER statt mit UND verknlipft. Dadurch sind alle reellen Zahlen enthalten, die
iber -5 ODER unter 2 ODER beides sind. Und das trifft auf alle reellen Zahlen zu!

ayie
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Aufgabe 9 Intervalle ll

Welche der folgenden Aussagen sind richtig?

a) [-12,12] © (-12, 12) ist richtig, da das linke Intervall alle Elemente des rechten Intervalls

enthdlt und mit {-12, 12} sogar zwei Elemente mehr.

b) (-15,15] o [-15, 15) ist falsch, da jedes Intervall ein Element enthalt, welches das andere
nicht enthalt. Das linke enthalt exklusiv die {15}, das rechte exklusiv die {-15}

) (-4, 8) c (-, 8) ist richtig, da das rechte Intervall alle Elemente des linken enthalt und

mindestens ein Element mehr.

d) [-4, 00) 2 (-0, 8] \ [4, ©) sieht verwirrend aus. Wir berechnen die Differenz und erhalten

[-4, ) 2 (-00, 4) und damit etwas was eindeutig falsch ist.

Aufgabe 10 Potenzrechnen

Vereinfache die folgenden Potenzen so weit wie moglich:

a) xt(x2/ x%) Potenzen mit gleicher Basis in Klammer
=x* x*3 Exponent berechnen
=x*-x1 Erneut Potenzen mit gleicher Basis
=x*! Exponent berechnen
=x3
b) W Wurzel als hoch 0.5 schreiben
= [(x?)3]°® Regel fiir Potenzen von Potenzen
= (x?)305 Regel fiir Potenzen von Potenzen
= x?305 Exponent berechnen
=x3

ayje




LOSUNGEN

©)

d)

e)

X2 X7 (v v
= x3/2. x1/2. (Y4/ yZ)
= x3/2+1/2. y4-2
= x2. yz

= (xy)?

xZ/S-SJTSJT

= x2/5 - x1/5.x1/5
= x2/5. x1/5+1/5

= x2/5. x2/5

=0

(3x)?- (9x%)*- (1/3x)°
= (3x)? - 9x%- 9% (1/3x)°
= (3%)?- 81-x* (1/3x)°
= (3x)*- (3x)*- (1/3x)°
= (3%)°- (1/3%)°
= (3x)°- (3x)°
= (3x)*°

=1

(ko ke o
= (o) ()"
= (kx)*- k*x*
= (o (ko)

= (kx)*

Wurzel als hoch 0.5 schreiben
Potenzen mit Basis x bzw. y zusammenfassen
Exponenten berechnen

Potenzen mit gleichem Exponenten zsm. fassen

5te-Wurzeln als hoch 1/5 schreiben

Produkt mit gleicher Basis zusammenfassen
Exponenten berechnen

Differenz zweier gleicher Terme ist 0

Rot markierter Ausdruck 9x?ist gleich (3x)?

Produkt mit gleicher Basis zusammenfassen
Rechter Faktor als Kehrwert schreiben
Produkt mit gleicher Basis zusammenfassen

Klammer hoch 0 ist 1 fiir alle x # 0

Wurzel als hoch 0.5 schreiben

Regel fiir Potenzen von Potenzen

Produkt mit gleichem Exponenten rechts

Produkt mit gleicher Basis zusammenfassen
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(y2)'*- (x0°-x0%) - Yfxyz’ - y*z? Wurzel als hoch 0.5 schreiben

= (yz)'* - (x05-x%%) - yz®®- x%5- y?z2  x%5 in mittlere Klammer reinmultiplizieren

'''''''

Aufgabe 11

Potenzen mit Basis yz zusammenfassen

Ausklammern und vereinfachen

Ausklammern & Binomische Formeln

Wende die binomischen Formeln auf folgende Ausdriicke an:

(16ab - c)?
= (16ab)? - 2-16ab-c + (c)?

= 256a%b? - 32abc + ¢?

(5x+2)(-5x+2)
= (245x)(2-5x%)
= 2% - (5x)?

=4 -25x%x?

(2x-6)*/ (6-2x)
= (2x-6)3/ -(2x-6)
= -(2x-6)?
=-(4x*- 24x + 36)
-4x* 4+ 24x - 36

2. Binomische Formel

Produkte & Quadrate berechnen

Reihenfolge in Klammern dndern
3. Binomische Formel

Produkte & Quadrate berechnen

In rechter Klammer -1 ausklammern
Potenz mit gleicher Basis bzw. , Kiirzen“
Zweite Binomische Formel

Vorfaktor -1 auf Terme in Klammer verteilen

ayje
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d) 100x* + 25y? - (10x-5y)% - 100xy Klammer nach hinten schieben
= 100x? - 100xy + 25y? - (10x-5y)? 2. Binomische Formel riickwarts
= (10x-5y)? - (10x-5y)? Differenz identischer Terme
=0

e) (3-x)(3+2x) - 3x + x* Markierten Ausdruck umformen
= (3-x)(3+2x) - (3-x)x Gleichen Faktor (3-x) erkennen
= (3x)(3+2xx) +2x und -x zusammenfassen
= (3x)(3+x) 3. Binomische Formel
=9 -x?
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Aufgabe 12

Bruchrechnen

Vereinfache die folgenden Briiche so weit wie moglich:

b)

78 + 28
162 54
39 + 14
81 27
13 + 14
27 27
27
27

3+ 2x? + 2 -4x
X 2

6 + 4x? + 2X - 4x?

2X 2X

6 + 4x% + 2x - 4x?

2X

6 + 2x

2X

3+x

X

7 ﬂx&( 42X + 6x°

5 10
21x + 3x? 42x + 6%>

5 10

21x + 3x? 21x + 3x?

5 5

Alles gerade Zahlen! Links und rechts mit 2 kiirzen

Links erneut kiirzen, diesesmal mit 3!

Briiche addieren

Das Ergebnis ist 1

Links mit 2 und rechts mit x erweitern

Zu einem Bruch zusammenfassen

Zahler zusammenfassen

Bruch mit 2 kiirzen

Distributivgesetz anwenden

Rechts mit 2 kiirzen

Differenz identischer Terme

ayje
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45-7° ) 10x2 + 8x + 2

d) 1—7 3x + 34 Links Distributivgesetz, rechts kiirzen mit 2

2 _ 2
_ 12x*-21x + Sx*+4x+1 Zu einem Bruch zusammenfassen

17 17

12x%-21x+5x*+4x+ 1 ;
= Zahler zusammenfassen

17

2_
_ 17x 1%77_)( +1 Bruch zwischen 17x? - 17x und +1 trennen

1
= X-X+ —
X" -X 17

5x+ 2 + 25x%> + 20x + 4

e Links Potenzregel, Rechts 1. Binomische Formel
) ez Gxro :
2 2
= /5x+2 + %2315 Rechts erneut Potenzen mit gleicher Basis (5x+2)
= /5x+2 + (5x+2)% Hoch 0.5 ist dasselbe wie Wurzel

= 2/5x+2

f) 64x2y*  (2x+2y)(4x-4y)
(8xy)’ x*-y?

Links 64 als 82 erkennen, rechts 2 und 4 ausklammern

2 -
= (8xy) 8(x+y)(xy) Links kiirzen, rechts 3. Binomische Formel

(8xy)® X? -y
1 2 _y2
— - 8()2 3; ) Sowohl die 8, als auch (x?-y?) kiirzen
Xy  X‘-y
1
Xy
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Aufgabe 13 Prozentrechnen

Berechne die folgenden Anderungen in Prozent und falls sinnvoll auch in Prozentpunkten.

Das nominale BIP Deutschlands im Jahr 2022 betragt 3.858 Mrd €. Im Jahr davor waren es 3602 Mrd. €.

3858
3602

-1=0.0712=7.12%

Die Arbeitslosigkeit in Deutschland ist im Jahr 2022 von 5.7% auf 5.3% gefallen.

5.3%
5.7%

-1=-0.0702 =-7.02%
5.3% - 5.7% = 0.4 Prozentpunkte

Der Kraftstoff Super E10 enthalt 10% statt 5% Bioethanol.

10%
5%

-1=1=100%

10% - 5% = 5 Prozentpunkte

Aufgabe 14 Logarithmus

Vereinfache die folgenden Ausdriicke so weit wie moglich:

a) log ,(2.5) + 2'iog10(2‘) Vorfaktor 2 als Exponent in log ziehen
=log,,(2.5) +log,,(2%) Argument ausrechnen
=log,,(2.5) +log, ,(4) Summe zweier Logarithmen
=log, (2.5-4) Argument ausrechnen
= log,,(10) Was hoch 10 gibt 10?
=1

ayje
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b)  In(xy) +In(e) - 05 In(y?)
=In(xy) + 1 - In([y*]*®)
=In(xy).+ 1-In(y)

=In(xy) - In(y) + 1

=In(x) +1

0 2In(3) +log, (5) - (In(3)-In(2))
=1n(9) + log, ,(5) - (In(3)-In(2))
=In(9) + log, .(5) - In(1.5)

In(5

=In(9) + ~In€t5)

=1In(45)

d) e 2 In(x)-In(0.5)
=e In(x2)-In(0.5)
—e 1n(OL;_)

=e In(2x2)

= 2x%°

Vorfaktor 0.5 als Exponent in In ziehen
Potenzen von Potenzen

Reihenfolge zu: In(xy) - In(y) + 1

Vorfaktor 2 als Exponent in In ziehen

Klammer zu In(1.5) zusammenfassen
Basis 1.5 zu e umrechnen

Kiirzen

Vorfaktor 2 als Exponent in In ziehen
Differenz zweier Logarithmen
Argument berechnen

Definition des In() anwenden
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Aufgabe 15 Gleichungen umformen

Lose folgende Gleichungen nach x auf:

a) 25x-16 =59 |+16

& 25x=75 | : 25
& x=3

C) X(x-5) +x =X | -x
& x(x-5)=0

= x,=0,x,=5

e) Gt = a@2x2) | In(...)
x+1=2x-2 | -1
x=2x-3 | -2x
x=-3 |- (-1)
x=3
Aufgabe 16 Quadratische Gleichungen

b) 225+ x*'=100 |- x
& 225x+ 1 =100x | -225x
& 1=-125x |:(-125)
< x=-0.008

d) log, (x+1)-75=-73 | +75
o log (x+1)=2 | 10
© x+1=100 | -1

= x =99

Finde alle Losungen der folgenden Gleichungen:

2x%-x-1=0

1+ P+421

5x%-8 =16x + 0.5%?
& 45x%-16x-8=0

8x? = -2x3

X(2x*+8x)=0

%127 22
1+ [9 _ 16+ /16*+ 4458 - ; -8+ [87-4-2.0
%= T 127 245 L M2 T T 22
_1%3 _ 16+ [400' o -8+8
Xi2= 4 X2 -7 9 2 X 4
x,=-05,x,=1 X, =-4/9,x,=4 x,=0,x,=-4

I M

ayje




LOSUNGEN

Aufgabe 17 Definitions- und Wertebereiche

Gib die Definitions- und Wertebereiche der folgenden Funktionen an:

a)

b)

f(x) = -x? fR—{xeER|x<0}

Nach unten geoffnete Parabel die den positiven Bereich nie erreicht

f(x) = x3-x*+x ffR— R

Grenzwert gegen -0 ist -co , Grenzwert gegen +oo ist +oo. Alles wird abgedeckt

f(x) = x*-8x+ 16 fR—{xeR|x=>0}
Kann umgeschrieben werden zu (x-4)

fx) = x*+ [x f{ixeR|x=0}—>{xeR|x=>0}

Wurzel darf nicht negativ werden

f(x) = e/* f{ixeR|x=0} > {xeER|x>1}
Wurzel darf nicht negativ werden, e hoch 0 gibt 1

f(x) = % £ R\{1} — R\{1}

Polstelle bei x=1, Grenzwert nach + unenlich ist 1

Dieser Wert 1 wird nie ganz erreicht

Aufgabe 18 Funktionswerte & Schnittpunkte

Gib die Werte folgender Funktionen an den Stellen x=0 und x=1 an. Berechne au3erdem die Schnitt-
punkte von f(x) und g(x), falls es welche gibt.

a)

f(x) = x? g(x) = x Schnittpunkte bei f(x) = g(x)
f(0) = -0? g(0)=0 x*=x |-x

=0 — x-x=0 |x(.)
f(1) = -12 g =1 — x(x-1)=0

=-1 = X,= 0,x2=-1
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b)

d)

f(x) = x3-2x°

f(0) = 0%-2-0°

f(1) = 1%-2-12
=-1

f(x) = 2x*+ 16

f(0) = 2-0+ 16
=16

f(1) = 2-12+ 16
=18

f(x) =[x+ 2

f(0) =0 + 2
=[2
f(1) =1+ 2

5

f(x) = 23x
£(0) = zioé

=

g(x) = xX}+x
g(0)=0°+0
=0

g()=13+1
=2

g(x) = 2x*-16

g(0) = 2-0%- 16
=-16

g(1) = 2-1?- 16
=-14

gx) = x

g(0)=0

g)=1

Schnittpunkte bei f(x) = g(x)

X*-2x*=x*+x  |ix~
= x?-2x=x*+1 |x2
=  2x=1 |:-2!

Schnittpunkte bei f(x) = g(x)

2x*+ 16 =2x%*-16 | -2%x*
= 16=-16 é

Es gibt keine Schnittpunkte

Schnittpunkte bei f(x) = g(x)

X+2=xXx | (..)?
X+ 2=x%x* | -x?
xX*+x+2=0
A+£17-4(1)2  1+[9°
Bl 2:-1) 2

Schnittpunkte bei f(x) = g(x)

3

so=K )
= Iy | - x?

4x?
& 9/4 =x3 | (.)Y3
= x =3[9/4

ayje




LOSUNGEN

Aufgabe 19 Grenzwerte

Berechne die Grenzwerte fiir x = 400 sowie fir alle Polstellen

a) f(x) = -x*+x Polynom mit starkster Potenz -x?
-X? Negativer Vorfaktor & gerader Exponent

lim f(x) = lim X’ =-o

X = -00 X — -00

lim f(x) = lim X’ =-o0

X — 400 X — 400

b) f(x) = x3-100x* Polynom mit starkster Potenz x3
X3 Positiver Vorfaktor & ungerader Exponent

lim f(x) = lim X’ = -

X — -00 X — -00

lim f(x) = lim X =400

X — 400 X — 400

) f(x) = x*+[ x Polynom mit starkster Potenz x*
x* + Positiver Vorfaktor & gerader Exponent

X — -00 X — -00

lim f(X) = lim x4t — +o00 é It's a trap! f(x) ist fiir x<0 nicht definiert
— 1=

Der Grenzwert -oo gegen - existiert nicht
lim f(x) = lim x* =400

X = 400 X = 400
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d)

e)

ayje

2X

0= "1

2X
X

lim 2x = -o0

X = -00

lim x =-o0

X — -00

lim 2x = o

X — 400

lim x =00
X = 400

lim f(x) =2
lim f(x) = 4o
X*CDK)
lim f(x) = -
Jm, () = - 0
x*+1
o= —"
X4—
X3

lim x* =

X — -00

lim x3 =-00

X > -00

lim f(x) = -o0

X = - 0

lim f(x) =-o0
x—»(O)-( )

lim f(x) =
g 109 =+

lim f(x) =2
X — 0o
lim x*=o0
X = 400

lim x3=o0
X = 400

lim f(x) = oo

X — 0o

Starkste Potenz im Zahler 2x
Starkste Potenz im Nenner x

Betrachte Zahler und Nenner getrennt

Zahler und Nenner sind gleich stark (1 vs 1)

Grenzwert entspricht Bruch der Vorfaktoren

Polstelle bei x = -1, da Division durch 0

Starkste Potenz im Zahler x*
Starkste Potenz im Nenner x3

Betrachte Zahler und Nenner getrennt

Zahler und Nenner werden beide unendlich grof3
Zahler ist starker (4 vs. 3), Grenzwert unendlich

Vorzeichen Plus/ Minus}und Plus/ Plus}

% v
X — - 00 X — +

Division durch 0, wenn x= 0

Vorzeichen Plus/Minus und Plus/Plus

X —>v(0)- X L 0+
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Starkste Potenz im Zahler 3x?
Starkste Potenz im Nenner x3

Betrachte Zahler und Nenner getrennt

Zahler und Nenner werden beide unendlich grof3
Nenner ist starker (2 vs. 3), Grenzwert 0

Vorzeichen bei 0 irrelevant

Division durch 0, wenn x= 0

Vorzeichen Plus/Minus und Plus/Plus

X —v> (0)- X —>v(0)+

3x*+5
&) )= —
3x?
X3
lim 3x? = lim 3x*>= oo
X = -00 X = +0oo
lim x® =-o0 lim x®=o0
X — -00 X = +00
lim f(x) =0 linJrrl fx)=0
lim f(x) =-o0
L (0)_( )
lim f(x) =
g {09 =+
Aufgabe 20 Stetigkeit & Differenzierbarkeit

Untersuche die folgenden Funktionen auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit:

a)
b)
©)
d)

f(x) = 2x+x2 ist stetig und differenzierbar in R

gx) = x-|x| ist stetig in R, differenzierbar in R\{0}
h(x) =/x - In(x) ist stetig und differenzierbar in R*
k(x) =(x-1)1 ist stetig und differenzierbar in R\{1}
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Aufgabe 21 Ableitungen

Bilde die ersten Ableitungen der folgenden Funktionen nach x:

a)

b)

d)

I M

f(x) =8x*+ 4x
f'(x) =16x+ 4

f(x) = 25x% + [4x
= 25x% + (4x)%°
= 25x? + 2x%°

f'(x) = 50x + x5

= 50x +L

/x
f(x) =x*t+xt?+t3
f'(x) = 2xt + t*

f(x) =4x-1In(x)

P |
F(x)=4-—

f(x) = 2x*- e~
——
9 hix)

G = g'(0)-h(x) +g()-h'(x)
= 4x - e*+ 2x*- e~

= (4x+2x%)e*

f(x) = _3\,)5 In(x)
g(x) h(x)

f'(x) = g'(x)-h(x) +g(x)-h'(x)
3 In(x) +3x

X
3In(x) + 3

Potenzregel auf 8x* und 4x anwenden

Wurzel als Potenz umschreiben

Letzter Term entféillt, da kein x enthalten

Produktregel anwenden

Produktregel anwenden

Bruch mit Vorfaktor x kiirzen

ayje
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k)

LOSUNGEN

9 ) =x/%
= x15
f'(x) = 1.5x%°

=15/x

h) f(x) = In(x) }ow

X } h(x)

oo = _E0hE) - NG

Potenz zusammenfassen

Wieder als Wurzel schreiben

Quotientenregel anwenden

h(x)?
(1/x)x - In(x)-1

XZ

_ 1-1In(x)

XZ

. ex )
D M= —o—1

g = _ECONE) -8GONR)

h(x)?

e*-x% - e*- 2X

X4

(x-2)e*

X3

f(x) = ex2

f'(x)=h'(x) - g'(h(x))
f'(x)= (3x%-4x) - e¥ &

f(x) = In(x*-2x)

fx)=h'(x) - g'(h(x))
f(x)= (4 2) - —

x*- 2%
4x3-2

x*-2x

Quotientenregel anwenden

Kettenregel anwenden
Aufere Funktion g(x) = e*

Innere Funktion h(x) = x3-2x?

Kettenregel anwenden
Aufere Funktion g(x) = In(x)

Innere Funktion h(x) = x*-2x
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Aufgabe 22

Extremstellen

Untersuche die folgenden Funktionen auf Extremstellen. Unterscheide dabei in lokal und global!

a) f(x) =x?-8x
f'(x) =2x-8
f“x)=2

I
f'(x)=2x-8=0

2x-8=0
— 2x=28
= X, =4

Funktion
Erste Ableitung
Zweite Ableitung

Setze 1. Ableitung null

Werte der zweiten Ableitungen bei x,

f“(4)=2 Minimum!

Minimum bei 2 ist global, denn...

lim f(x) =

X — -00

lim f(x) = o

b) f(x) =x*-9x
f'(x) =3x%*-9
f“(x) = 6x

Funktion
Erste Ableitung
Zweite Ableitung

Setze 1. Ableitung null
| +9
| : 3und (..)%

Werte der zweiten Ableitungen bei x,
fu( _E ) — . 6/§
fu( /§ ) — 6/§

Maximum
Minimum
Extrema sind lokal, denn...

lim f(x) =-c0 lim f(x) =

X — -00 X -

o) f(x) =x*-x
f'(x) =4x3-2x
f“(x) = 12x%- 2

I
f'(x) =4x*-2x=0

4x3-2x=0
= 4x*-2=0
x—- L
2

ayje

Funktion
Erste Ableitung
Zweite Ableitung

Setze 1. Ableitung null

¢
|MN-Form

x=Lx=0

2 /7 3

Werte der zweiten Ableitungen bei x.

f“(x) >0 Minimum
f“(x,) >0 Minimum
f(x,) =-2 Maximum

Das Maximum ist lokal, die Minima global

lim f(x) =0

X — -00

lim f(x) =0
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d)

Werte der zweiten Ableitungen bei x.

f“(0)=1 Minimum!

Minimum bei 1 ist global, denn...

lim f(x) = o0

X — -00

lim f(x) =0

f(x) =e*-x Funktion
f'(x) =e*-1 Erste Ableitung
f“(x) = e* Zweite Ableitung
!
f'{x)=e-1=0 Setze 1. Ableitung null
es-1=0 | +1
= er=1 | In(...)
X, =
fx) =x-In(x) Funktion
f'(x) =In(x)+1 Erste Ableitung
f“x) =1/x Zweite Ableitung

|
f'(x) =In(x)+1=0 Setze 1. Ableitung null

Inx)+1=0 |-1
= Inx)=-1 | e®
x, =e’

ayie

Werte der zweiten Ableitungen bei x,

f“(et) =e Minimum

Minimum ist global, denn...

lim f(x) =0 lim f(x) = oo

x—0 X =




Aufgabe 23 Monotonie & Konvexitat

LOSUNGEN

Untersuche die folgenden Funktionen auf Monotonie und Konvexitat.

f(x) =x3 Funktion
f'(x) = 3x? Erste Ableitung
f“(x) = 6x Zweite Ableitung

Betrachtung der Monotonie (1. Ableitung)

f‘(x) = 3x?ist positivV x € R

f(x) ist streng monoton steigend auf R

Betrachtung der Konvexitat (2. Ableitung)
f“x) =0 vx=>0 f(x) konvex fiirx > 0

f“x) <0 vx<0 f(x) konkav fiir x < 0

Warum ist f(x) streng monoton obwohl f(0)=07?

Die Ableitung darf bei strenger Monotonie
punktuell 0 sein

f(x) =x*-x Funktion
f'(x) =2x-1 Erste Ableitung
f“x)=2 Zweite Ableitung

Betrachtung der Monotonie (1. Ableitung)

f'(x) = 2x-1 ist positivV x > 0.5
f(x) ist streng monoton steigend fiir x > 0.5

f(x) ist streng monoton fallend fiir x < 0.5

Betrachtung der Konvexitat (2. Ableitung)
f“x)=0 vxeR f(x) konvex in R

f(x) =x+/x" Funktion
f'(x) =1+ % Erste Ableitung
f“(x) =- ﬁ Zweite Ableitung

Betrachtung der Monotonie (1. Ableitung)

f'(x) ist positivV x>0

f(x) ist streng monoton steigend flir x > 0

I M

Betrachtung der Konvexitat (2. Ableitung)

f“x)<0vx=>0 f(x) konkav flirx > 0

Warum beachten wir nur Werte fir x > 07?

Die Wurzel ist fiir negative Werte nicht definiert

ayje
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fx) =xJx" Funktion Betrachtung der Konvexitat (2. Ableitung)

f'(x) =1.5/x" Erste Ableitung f“®x)=0vx=>0 f(x) konvex fiirx = 0
wrn 3 : :

f“(x) = e I Zweite Ableitung

Betrachtung der Monotonie (1. Ableitung) Warum beachten wir nur Werte fiir x > 0?

f‘(x) ist positiv fiir x = 0 Die Wurzel ist fiir negative Werte nicht definiert
f(x) ist streng monoton steigend fiir x > 0

Aufgabe 24 Partielle Ableitungen

Berechne alle partiellen Ableitungen der folgenden Funktionen.
a)  Funktion f(x)y) =2x3+ y?+ xy

Partielle Ableitung nach x Partielle Ableitung nach y

Betrachte y als Konstante

Of _ o of
X =6x*+y

Betrachte x als Konstante

X +y? X z
b)  Funktion f(xyz) = zy = Y

Partielle Ableitung nach x Partielle Ableitung nach y Partielle Ableitung nach z
Betrachte y,z als Konstanten Betrachte x,z als Konstanten Betrachte x,y als Konstanten
Zweiter Summand entfallt Erster Summand entfallt Betrachte 1/z als z™

of _ 1 of _ 2y
ox  z dy

of  x+ty?
V4 0z~ 72




c) Funktion f(xyz) = 2x3 - y?- /% = 2y*Jz’

Partielle Ableitung nach x Partielle Ableitung nach y

0 da x nicht in f(...) enthalten

of _ of _

ax =0 ay = Wiz
8|

d) Funktion f(xyz) = X ;12(}’)

Partielle Ableitung nach x Partielle Ableitung nach y

Quotientenregel
of _ M) gy)=In(y) g =y
ox yZ ‘
h(y) =y hi(y) =1
of _ X gWh®)-sWMh'®)
dy z h(y)?
_ X yry-ln(1
=~ -
X 1-1In(y)
=— -

e) Funktion f(xy,z) = 2x - In(xy?z)

Partielle Ableitung nach x Partielle Ableitung nach y

Produktregel Kettenregel
g(x) = 2x g =2 gy)=Inly) g =y’
h(x) = In(xy?z) h'(x) =x* h(y) = xy’z h(y) = 2xyz
of ‘ ‘ of _2XyZ
ot _ Ot _ox.
ok = g(OhCOTEOON() o= 2xe

= 2-In(xy*z)+2 .

y

Partielle Ableitung nach z
Waurzel gleich (...)%°

Partielle Ableitung nach z

1/z als z1

of _ xIn@y)
0z~ yz?

Partielle Ableitung nach z

Kettenregel
g =Iny) g =y’
h(y) =xy’z  h'(y) =xy*
Of _ oy XV
dy Xy?z

. 2x

oz

I M
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Aufgabe 25

Extrema von mehrdimensionalen Funktionen

a) Funktion f(x)y) = 5x*-x + y*- 5y
! !
Of _Jox-1=0 9 oy 5 =20
0x dy
— x=0.1 &> y=25
b) Funktion f(x)y) =xy + 2x - 4y
| !
0x dy
&S y=-2

& x=4

X2
Funkti f(xy) =
unktion f(xy) V1
2x 2yx? !
of _ =0 of _ ¥ =0 Kettenregel benutzen
0x dy (y2+1)2
— x=0 2y-02 1
——— =0 Bedingung x=0
(y?+1)?

—> y Wertist egal

Berechne alle Punkte wo folgende Funktionen die notwendige Bedingung fiir ein Extremum erfiillen.
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Aufgabe 26 Lagrange Verfahren

Lose die folgenden Optimierungsprobleme mit dem Lagrange Verfahren:

a) max f(x,y) = xy
s.t.x+y <10
x+y <10 Nebenbedingung nach 0 auflésen
= x+y-10<0 Ungleichung mit A multiplizieren
= Alx+y-10] <0 Linke Seite zu f(x,y) addieren
L(x,yA) = xy+A[x+y-10] Partielle Ableitungen 0 setzen
!
ﬂ=y+}\'=0 y-x=0 <& y=x

ox x
of

I
L —x+2=0 & A=-X

ay
of !
— =x+y-10=0
o
x+x-10=0 & 2x-10=0= X, =5
f— yl =5
b) max f(x,y) = xy+x+y
st.x+2y <5
x+2y <5 Nebenbedingung nach 0 auflésen
= x+2y-5<0 Ungleichung mit A multiplizieren
— A[x+2y-5]<0 Linke Seite zu f(x,y) addieren

L(x,y,A) = xy+x+y+A[x+2y-5] Partielle Ableitungen 0 setzen

ayje
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|
O —y4141=0 y+05-05x=0 < y=05x-05
aX Einsetzen

|
Of yy1422020 S A=-05x-05
dy

| .“Se'cLe“

O xt2y5 =0 ®
oA

x+x-1-5=0 & 2x=6 :>X1=3
f— y1=1

Aufgabe 27 Integralrechnung

Berechne die folgenden bestimmten Integrale:

a) j6x2 dx = [2x3 ]z=2'27-2-0=54

1
_ 2o 1 sl ey 5 1 2
b) [14x+x201x_[2x+3x3]_2+3 2+5==%

-1

1

1
) [1+05xdx =[x+025¢] =1+0.25+1-025=2
1
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Aufgabe 28 Zins- und Zinseszinsrechnung

a) Sie zeichnen eine Anleihe iiber 5000€ zum Nennwert. Die Anleihe zahlt einen jahrlichen Coupon von
3.5% und hat eine Laufzeit von 20 Jahren. Berechnen Sie das Endkapital.

b) Wie hoch miisste der Couponzins der 20 jahrigen Anleihe sein, damit sie ein Endkapital von 10000€ er-
halten?

c) Wie viel miissen Sie in eine Festgeldanlage mit 4 Jahren Laufzeit und 4% Zinsen investieren, damit Sie ein
Endkapital von 10000€ erreichen?

a) € =C,(1+i-n) b) C, =C,(1+i-n)
= 5000€ (1+ 0.035 - 20) 10000€ = 5000€ (1+ i - 20)
= 8500€ & 2=1+20i

— 1=20i

&  i=0.05=5%
0 C,=C, (1+1i)"

C, _ 10000€ _

d) Wie hoch muss der Zins einer 10 jahrigen Festgeldanlage sein, damit sie dasselbe Endkapital erreichen
wie bei einer endfilligen Anleihe mit 5% Couponzins. Nehme dabei an, dass du die Anleihe zum Nennwert
zeichnest.

Anleihe: C =C (1+1i-n) Festgeldanlage: C = C, (1+1)"
C,=C,(1+0.05-10) C,=C,(1+D)"

Gleichsetzen:  C (1+ 0.05-10) =C, (1+1)*

= 1.5 = (14 1)1
= (1.5)% = 1+ i
= i=0.0414 = 4.14%

ayje
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Aufgabe 29 Unterjahrige Verzinsung

a) Eine Festgeldanlage wird quartalsweise mit 0.75% Zinsen verzinst. Wie hoch ist das Endkapital bei einem

Anlagebetrag von 10000€ und einer Anlagedauer von 5 Jahren? Wie hoch miisste eine jahrliche Verzinsung
sein, damit dasselbe Endkapital erreicht wird?

C =C,(1+1i)" Hoch 20, da 5 Jahre 20 Quartale haben
C_=10000€ (1+ 0.0075)*
=11.612€

4 Quartale
1 Quartal

i, = [1+i,] -1=00303=3.03%

b) Welche monatlich berechnete Verzinsung entspricht einer jahrlichen von 4.8%, wenn wir von einer ein-
fachen Verzinsung ausgehen?

i =i L%:mge Ze%traumb — 0.048 1 Monat
b a Lange Zeitraum a 12 Monate

=0.004 =0.4%

c) Welche monatlich berechnete Verzinsung entspricht einer jahrlichen von 4.8%, wenn wir von einer Ver-
zinsung mit Zinseszins ausgehen?

Linge b 1
Lange a 12

i,=[1+i,| -1 =[1.048] -1=0.0039 = 0.39%

d) Eine Festgeldanlage wird kontinuierlich verzinst. Berechne das Endkapital nach 27 Monaten bei einem
Anlagebetrag von 10000€ und einer Verzinsung von 4% pro Jahr.

C,=C,e""=10000€ - e****2°=10942€

Der Faktor 2.25 kommt von den 27 Monaten: 2.25 Jahre
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Aufgabe 30 Renditerechnung

a) Ein Bankberater bietet ihnen eine 5 jahrige Festgeldanlage mit variablem Zins an. Im ersten Jahr betrigt
der Zins zwar nur 1%, dafiir steigt er in jedem Folgejahr um 1%, sodass sie im zweiten Jahr 2%, im dritten
Jahr 3% usw. bekommen. Er argumentiert, dass sie damit ja im Schnitt 3% Rendite machen. Zeigen Sie ihm,
dass die tatsachliche Rendite etwas niedriger ist.

1

t
=[ g ] 1 WahleoB.dA C,=10000€

0

C =C,-1.01-1.02-1.03-1.04-1.05=11587.28€

1

5
p=| 11587.28€ | . _ 10299 = 2.999
10000€

Aufgabe 31 Barwertrechnung & ewige Renten

a) Berechne den Barwert einer Zahlung von 10000€ in 10 Jahren bei einem Zins von 2%.

PV = 10000€ —~—— —8203.48€
(1+0.02)"

b) Berechne den Barwert einer Anleihe mit 10000€ Nennwert, 3 Jahren Laufzeit und 5% Coupon bei einem
Zinssatz von 2%

1
PV =500€ —— + 500€ 10500€ =10865.17€
1.02 * 1.022 * 1.023

c) Berechne den Barwert einer ewigen Rente von 1200€ pro Jahr bei einem Zins von 3% Wie hoch miisste
der Zins sein, damit die ewige Rente einen Barwert von 240000€ hat?

py= _1200€ _ 45000€

0.03

py= _1200€ _540000€ < i=0.005=0.5%
1

ayje
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Aufgabe 32 Annuitaten

a) Sie zahlen zu Beginn jedes Jahres 1200€ in einen Sparplan mit jahrlicher Verzinsung von 2% ein. Berech-
nen Sie das Endkapital nach 30 Jahren.

1.023'-1.02
0.02

(1+D)™1 - (1+i)

FV=A[
i

] =1200€ [ ] = 49655.32€

b) Wie hoch miisste die jahrliche Einzahlung sein, damit sie ein Endkapital von 100000€ erreichen?

(1.02)*'-1.02 71
FV=A = 100000€
0.02
A1 0.02
= =100000€ | 70757 1 0

— A=2416.65€

Aufgabe 33 Termingeschiafte und Optionen

. . . Forward-Kurve fir Weizen
a) Sie kaufen 10 Tonnen Weizen zum 01.01.2025. Wie viel 4 (€ pro Tonne)
miissen Sie dafiir bezahlen? Hat sich das Geschift gelohnt, 3504 ... A b
wenn der Spot-Preis von Weizen am 01.01.2025 so hoch ist !

wie der heutige? 300

Ich muss 2600€ dafiir bezahlen. Bleibt der Preis bei 300€ pro 280
Tonne miisste ich am 01.01.2025 fiir den Weizen 3000€ be-

260
zahlen. Dank des Termingeschifts habe ich mir 400€ gespart.

240
b) Wie hoch miisste der Strike einer Put-Option auf Weizen

sein, damit er bei einer Ausiibung bei einem Spotpreis von 220
230€ pro Tonne 15€ auszahlt?

Put-Option bedeutet Verkaufsoption. Der Strike muss daher
bei 245€ pro Tonne liegen, damit ich bei Austibung die Diffe-
renz zum Spotpreis als Gewinn erzielen kann.

c) Sie kaufen eine Call-Option auf Mais mit einem Strike von 20€ pro Hektoliter. Wie viel darf die Option
kosten, damit sie bei einer Ausiibung bei einem Spotpreis von 25€ pro Hektoliter keinen Verlust machen?

Call-Option bedeutet Kaufoption. Bei der beschriebenen Ausiibung (Strike 20€ und Ausiibungspreis 25€)
erhalte ich eine Auszahlung von 5€ - so viel darf mich die Option kosten, wenn ich keinen Verlust méochte.
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d) Sie kaufen eine Aktie der FSAB AG fiir 50€ und verkaufen gleichzeitig eine Call-Option fiir diese Aktie
mit einem Strike von 60€ zu einem Preis von 10€. Stellen Sie Gewinn und Verlust in Abhdngigkeit vom Preis
der Aktie bei Ausiibung der Call-Option dar. Finden Sie im Internet einen Namen fiir dieses Konstrukt?

Covered Call auf FSAB, Kaufkurs 50€
Strike 60€, Optionspramie 10€

30" e

201

; ; 5 Spotpreis
60 70 80 bei Ausiibung

e) Sie kaufen eine Aktie der FSAB AG fiir 50€ und gleichzeitig eine Put-Option fiir diese Aktie mit einem
Strike von 40€ zu einem Preis von 5€. Stellen Sie Gewinn und Verlust in Abhdngigkeit vom Preis der Aktie
bei Ausiibung der Put-Option dar. Finden Sie im Internet einen Namen fiir dieses Konstrukt?

Protective Put auf FSAB, Kaufkurs 50€
Strike 40€, Optionspramie 5€

301 ’
201
101 Gewinn

: . Spotpreis
70 80 bei Austbung
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Aufgabe 34 Devisen und Realzinsen

a) Wie viel Euro miissen sie besitzen, um in der USA, dem UK und der Schweiz als Milliondr zu gelten? Ver-
wenden Sie geeignete Quellen, um die aktuellen Wechselkurse zu recherchieren.

Am 7. Mirz 2023 finden sich folgende Kurse:

EUR/USD = 1.0604 Fir einen Euro erhalte ich 1.0604 US-Dollar
EUR/GBP =0.8912 Fiir einen Euro erhalte ich 0.8912 Pound Sterling
EUR/CHF = 0.9952 Fiir einen Furo erhalte ich 0.9952 Schweizer Franken

Ich teile die Million durch diese Kurse.

Millionar in USD 943.040€
Millionar in GBP 1.122.082€
Millionar in CHF 1.004.823€

b) Verwende die Eurokurse USD/MXN = 18.0 und USD/NOK = 10.4 um zu berechnen, wie viele mexika-
nische Pesos sie fiir eine norwegische Krone erhalten. Geben Sie dazu auch das Wahrungspaar explizit an!

NOK/MXN  Wie viele mexikanische Pesos erhalte ich fiir eine norwegische Krone?
Teile USD/MXN durch USD/NOK
NOK/MXN = 1.731

c) In der Eurozone erhalten Sie 2% aufs Tagesgeld bei einer Inflation von 8.5%. In Polen betragt die Inflation
16%, dafiir erhalten sie auf Guthaben in Zloty, aber auch 6% auf Tagesgeld. Vergleiche die Realzinsen!

iI=r+m+rm I=r+m+rm
<~ 0.02=r+0.085+ 0.085r <~ 0.06=r+0.160 + 0.160r
&< -0.065=1.085r &< -0.100=1.160r
= r=-0.0599 =-5.99% = r=-0.0862 =-8.62%
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Aufgabe 35 Tilgungsrechnung

a) Sie nehmen ein 10 jdhriges Darlehn iiber 50000€ mit einem jéhrlichen Zinssatz von 2% auf. Berechnen
Sie die Zinslast bei endfalliger Tilgung.

Z=S-1-n=50000€-0.02-10=10000€

b) Wie hoch diirfte der jahrliche Zinssatz sein, damit die Zinskosten 2500€ nicht tibersteigen?

I
Z=S-i-n=50000€-i-10=2500€

. 2500€
_ — 0.005 = 0.59
— 1'% T50000€- 10 o

c) Berechnen Sie die Zinslast und die Hohe der Tilgungsrate des in Aufgabenteil a) beschriebenen Darlehns,
wenn dieses mit jahrlichen Raten getilgt werden wiirde.

50000€ _ _ £000¢

Tilgung =

Si-(n+1) _ 50000€-0.02- 11

= = 5500€
2 2

7 =

d) Berechnen Sie die Zinslast und die Hohe der Tilgungsrate des in Aufgabenteil a) beschriebenen Dar-
lehns, wenn dieses mit jahrlichen Annuitdten getilgt werden wiirde. Berechnen Sie dabei zuerst die Héhe
der Annuitit.

A=s A" oin00e 0021027 oo ane
T (A+)-1 1.0210-1 '

Z =nA-S=5663.27€
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